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L’ENVELOPPE DE TRANSLATIONS D’UN
DEMI-TREILLIS DE GROUPES

MARIO PETRICH

1. Introduction et sommaire. L’enveloppe de translations d’un demi-
groupe présente un intérét particulier pour les deux raisons suivantes : d’une
part, elle apparait d’une fagon naturelle dans la construction des extensions
idéales des demi-groupes, et d’autre part, elle est souvent utilisée pour des
caractérisations abstraites des demi-groupes. Afin de I’appliquer aux problémes
particuliers, il est important de fournir des constructions qui, pour un demi-
groupe donné sous une forme ou une autre, soient aussi explicites que possible.
Un exemple d’'une telle construction est celle de 'enveloppe de translations
d’un demi-groupe de matrices de Rees (voir [4]) et ses nombreuses applica-
tions [5 ; 6 ; 7 ; 8]. Pour les demi-groupes appartenant & une classe plus large
et dont la structure n’est pas connue en détails, il n’est pas possible de trouver
une construction explicite, mais on peut au moins espérer déterminer si, par
exemple, l'enveloppe de translations reste dans la méme classe de demi-
groupes, et d’en établir autant de propriétés que possible. Un théoréme de
Ponizovski donne un exemple de cette situation (Ponizovski [10]) : il affirme
que 'enveloppe de translations d’'un demi-groupe inverse est un demi-groupe
inverse.

Nous rencontrerons ici des exemples des deux espéces. Dans le paragraphe 3,
pour un demi-treillis de groupes donné sous la forme de la construction de
Clifford (voir [1, Theorem 4.11]), nous construisons son enveloppe de transla-
tions par un procédé qui généralise la construction de la limite inverse d’un
ensemble filtrant inférieurement de groupes, ce qui donne un exemple du
premier type mentionné ci-dessus. Dans le paragraphe 4, nous traitons le cas
particulier d’'un demi-groupe régulier, produit sous-direct d'un demi-treillis
et d'un groupe, et nous montrons que son enveloppe de translation a la méme
propriété. Le paragraphe 5 fournit un exemple du deuxiéme type évoqué
ci-dessus : nous étudions l'enveloppe de translation d'un demi-groupe com-
mutatif séparatif. Dans tous les cas considérés, nous immergeons de fagon
dense les demi-groupes étudiés dans certains demi-groupes ayant une structure
plus simple. Cela ajoute de nouveaux exemples d’immersions denses des
demi-groupes réguliers.

2. Rappel des définitions. Soit S un demi-groupe, et soient x et y des
¢éléments quelconques de S. Une application N de .S dans lui-méme, écrite a
gauche, est une translation & gauche de S, si M(xy) = (\x)y ; de fagon duale,
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p est une translation & droite de S, si (xy)p = x(yp) ; la paire (A, p) est liée, si
x(\y) = (xp)y. Les translations & gauche forment un demi-groupe A(S)
relativement 4 la composition des applications écrites a4 gauche ; de fagon
duale, les translations & droite forment un demi-groupe P(S) pour la composi-
tion des applications écrites & droite ; le sous-demi-groupe du produit direct
A(S) X P(S), qui est constitué des paires de translations liées, est 1'enveloppe
de translations de S, notée Q(S). Pour un élément a de S, les applications \, et
pa, définies par N\jx = ax, xp, = xa, sont des translations internes & gauche et
a droite, respectivement, engendrées par 1'élément a. L'ensemble II(S) =
{ (A, po)|a € S} est un idéal de ©(S), appelé la partie interne de 2(S). Le groupe
des unités de 2(S) sera noté =(S), le demi-groupe des translations a gauche
internes par T'(S).

Si I est un idéal de S, on appelle S une extension (idéale) de I ; cette exten-
sion est dite dense, si I'égalité est la seule congruence sur .S dont la restriction
a I est I'égalité sur I ; si, de plus, S est une extension maximale (pour I'ordre
de l'inclusion des ensembles) de I, alors I est appelé un idéal densement
immergé de S. Un sous-demi-groupe 4 de S est un sous-demi-groupe densement
immergé, si A est un idéal densement immergé de son idéalisateur 72 5(4) dans
S. Remarquons que 75(4) = {s € Slas, sa € 4 pour tout @ € 4}. Un iso-
morphisme ¢ d’'un demi-groupe B sur un demi-groupe A densement immergé
dans un demi-groupe .S est une immersion dense de B dans S, et on dit que B
peut étre densement tmmergé dans S.

Pour toutes les définitions et notations non expliquées, nous renvoyons le
lecteur au mémoire [1]. Pour les extensions idéales, on peut consulter [3], et
pour les idéaux densement immergés [2].

3. Demi-treillis de groupes. Selon la construction de Clifford [1, Theorem
4.11], un tel demi-groupe peut étre donné par un systéme de groupes {Ga}acy,
deux 4 deux disjoints, indexés par un demi-treillis ¥ et un systéme d’homo-
morphismes ¢, 5 : G, — Gg, pour tout couple & = 8 d’éléments de YV, satis-
faisant aux conditions : ¢, . est I’application identique, ¢, s0py = ¢a dés que
a > f > v, et dont la multiplication est donnée par

a * b = (agoa,a,;) (bgag,aﬂ), Si a 6 Ga, b E Gﬁ.

Notons S = [V ; Ga, ¢as)], et désignons par e, I’élément unité de G,.

Soit ¥ un demi-treillis. Le demi-treillis des idéaux de ¥V (demi-groupe pour
I'opération intersection ensembliste) sera noté #y. Un idéal I de ¥ est un
idéal rétracté, s'il existe un homomorphisme ¢ de ¥ sur I qui laisse les éléments
de I invariants ; leur ensemble sera noté &% y. L’idéal principal engendré par
un élément a de ¥ sera noté (a), et leur ensemble sera noté & y.

Soit S = [V ; Gay ¢as] un demi-treillis de groupes ; pour tout I € Sy,
posons

inv im{Ga}ac s = {(g2) € I;II Galga = gsps.asia < B},
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avec la multiplication par coordonnées, et posons

Inv lim{G,,}aEY = U inv Iim{Ga}ag,
IeSy

avec la multiplication

(@a)acr(b8)se s = (ayby)vern s-

inv im{Ge}acy sera dite la limite inverse de S = [V ; Gay 0up)-

Le résultat principal de ce paragraphe exprime le fait que 'enveloppe de
translations de .S est isomorphe & un sous-demi-groupe, que nous caractéri-
serons, de Inv lim{G.}.cy. Toutes les notations introduites sont fixées pour tout
le paragraphe.

LEMME 1. Pour tout I € Iy, inv im{G,}acs est un groupe, et
Inv im{Galacy = [ £y ; inv im{Ga}acr, ¥1, 5],

ou, pour tout I D J,
(aa)aGI‘/’I,J = (aa)aEJ-

Démonstration. La premiére assertion est bien connue. Pour la deuxiéme,
il suffit de remarquer que la construction de Inv lim{G,}«cy entraine immédiate-
ment que c’est un demi-groupe demi-treillis £y de groupes inv lim{Ga.}acr,
dont la multiplication est déterminée par les homomorphismes ¢ ;.

LEMME 2. L'ensemble des translations d gauche (ou @ droite) d'un demi-treillis
Y coincide avec I'ensemble des endomorphismes de Y sur ses idéaux. Un tel 1déal
I est caractérisé par la propriété suivante : U'intersection de I avec tout idéal
principal de YV est un 1déal principal de Y. De plus, I détermine la translation
(endomorphisme) \ définte par la relation I M (o) = (\a) pour touta € Y, et la
correspondance N — I est un isomorphisme de A(Y) sur R y.

Démonstration. Voir [9, Propositions 1 et 3].

La propriété évoquée peut donc étre prise comme définition d'un idéal
rétracté de Y. Les idéaux principaux en sont un cas particulier.

THEOREME 1. Notons A = Inv lim{Gslaecy. La fonction o, définie sur A(S)

par

¢)) c: N> Newaer, 00 I ={a€ YNSN G, # 0},
est un isomorphisme de A(S) dans A. De plus,

(2) I'(S)e = {(ta)eer € A|I € Py},

(3) A(S)o = {(ta)acr € A|I € Ay} = 14(T(S)0).

Démonstration. Soient x et ¥y deux éléments de G,.. Si Mx € G, et Ay € G,
les égalités \x = A(yy~x) = (\y)(y~'x) entrainent vy = §; par symétrie, on a
8 < v, et par suite vy = §. Notant x — & 'homomorphisme canonique de S
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sur ¥, nous pouvons définir une fonction X sur ¥ par A& = Ax. En particulier,
N(E3) = Xy = May) = (w)y = oy = (R8)3,

ce qui montre que X € A(Y). D’aprés le Lemme 2, X est complétement déter-

minée par I'idéal rétracté I = XY, et, de plus, I coincide avec I définie dans (1),

et la restriction X|I est la fonction identité. Il en résulte que \e, € G, pour
touta € I,etsia < ,0na

New = N(eg * €a) = (Neg) * €a = (Nep)p.a

ce qui montre que o est une fonction de .S dans A.

Soient Au € A(S). Avec les notations ci-dessus, on a \,jg € A(Y) et
(Ag)Y = NY N\ gY. En posant Ao = (Ca)acs €t po = (da)acs, €t supposant
que ex € AuS, on en deduit

Aw)ew = ANuee) = My = Nex ¥ do) = (Ney) *do = ¢ * d,,

ce qui signifie que ¢ est un homomorphisme.
Soit A = uo = (Ca)acr, €t soita € G,. EnvertuduLemme2,onal N (a) =
(M) = (@a) pour tout a € Y. Donc

Ao = Nea*xa) = (\ea) 0 = (Nexa) * @
= () *a = (uex) *a = plea ¥ a) = pa,

ce qui montre que ¢ est une fonction injective.

Pour a € G,, on voit sans peine que A\,Y = (a), idéal principal engendré
par a, ce qui entraine N\,0 = (¢g)pe(ey- Inversement, si (¢s)ge € 4, on a, pour
tout 8 = «a,

A = GaPap = Qo * €8 = Uala * €8 = (Ngi€a) * €5 = Ngg(€a * €3) = Ng 85,

ce qui implique que \,0 = (8)pew- Ceci établit la formule (2).

Nous avons remarqué ci-dessus que, pour Ao = (@a)acs, ON a toujours
I € Ay, ce qui montre que le premier ensemble de (3) est contenu dans le
second. Soient (ay)ye; € A avec I € Ry, et (bg)sey € T(S)o. On obtient

(@y)ver (08)ge@ = (asbs)serniar;

or, d’autre part, en vertu du Lemme 2, on a I M (a) = (e) pour un e dans Y,
ce qui entraine (asbs)sece € T'(S)o, d’aprés (2). On voit de la méme fagon que
le produit (0g)geey(@y)ver est aussi contenu dans I'(S)e. Par conséquent
(@y)yer € 14(T(S)a), et le second ensemble de (3) est contenu dans le troi-
siéme.

Soit enfin (¢;)yer € 74 (T'(S)o). Pour tout @ € Y, le produit (¢y)yer(€s)pe
est contenu dans I'(S)s, et par conséquent I M (a) est un idéal principal
de 7, et le Lemme 2 implique que I € &% y. Définissons une fonction X sur .S
par

4) N =cy*a, si a€G, et IN (@) = (y).
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Il est évident que la fonction X, définie ci-dessus pour N € A(S), peut s’ap-
pliquer ici aussi, et donne I N (o) = (\a). On en déduit que Aa = cxq * a si
@ € G,. Par conséquent, pour tout @ € G,, b € Gg, on obtient
(Aa) *b = (cra ¥ @) *b = (Ca¢Xa,Gap) (@0a,Rarp) (D08, Garp)
= x(ap) [ (0¢a.ap) (095 ,a8) 0t Xty = Na * D),

ce qui implique X € A(S). D’aprés (4), il est clair que N\o = (¢y)yer, €t On a
bien 74 (T'(S)e) € A(S)o. Ceci démontre la formule (3), et achéve la démon-
stration du théoréme.

Nous pouvons maintenant énoncer un des principaux résultats de ce travail.

THEOREME 2. Soit S = [V ; Ga, @ap) un demi-treillis de groupes. La fonction
X, définie sur S par

X:a— (@pag)p<ay ST a € Gypa €Y,
est une immersion dense de S dans A = Inv lim {Gy}acy. De plus,
&) Q(S) = P(S) X AW) = [#y ; inv lim {Galaer, ¥r1,4],
00 (@a)act¥r,s = (Ca)acs st 1 D J, et
(6) Sx = {(@a)aer € A|I € Py}, 2(S) = inv lim {Ge }acy-

Démonstration. Montrons d’abord que, pour toute translation & gauche A\
de S, il existe une translation a droite p de S liée a X\. Soit X € A(S), et soit
Ao = (Cy)yer avec la notation du théoréme précédent, de telle fagcon que A peut
étre donnée sous la forme (4). Définissons p par

ap =a *¢yy, i a € Gy, et IN (a) = (y).

Comme pour A, on montre ici que p est une translation a droite de S. De plus,
pour ¢ € Gu b € Gg,et I M (@) = (v), I M (B) = (5), on obtient

@) = (@M @) =N TN ®B)
={IN@)N B =N B =08,
ce qui implique ad = vB. On en déduit que ¢s;¢5.45 = Cy@y 48, d’0U
a*x (ND) = a *cs b = (0¢aas) (€505 ,a5) (005 ,a5)
= (a@ayp) (Cyey ) (Desap) = a %oy b = (ap) *b,

c’est-a-dire que \ et p sont liées.

Par symétrie, toute translation a droite est liée & une translation a gauche.
D’autre part, il est clair que S est un demi-groupe réductif, ce qui entraine que
les projections de 2(S) dans A(S) et dans P(S) sont des isomorphismes de
Q(S) sur A(S) et P(S), respectivement. Nous avons vu, dans le théoréme
précédent, que A(S) est isomorphe & {(Go)acr € A|I € Ry} ; il est facile de
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voir que ce dernier est isomorphe au dernier demi-groupe de (5). Ceci compléte
la démonstration de (5).
Si a € Gq, on a, avec la notation du théoréme précédent,

N0 = (N\as)psa = (@ * €8)p<a = (0¢a.8)psa

Par conséquent, la fonction x, dans 1'énoncé du théoréme, est la composition
de I'isomorphisme v : ¢ — A, de S sur I'(S) et de ¢ restreinte & IT'(S). Le fait,
démontré au début de la démonstration, que la projection de 2(S) dans A(S)
est un isomorphisme de ©(S) sur A(S), entraine que I'(S) est un idéal dense-
ment immergé de A(S), d’aprés [2, 1.3.5]. En vertu de l'isomorphisme o,
I'(S)e = Sx est un idéal densement immergé de 74 (Sx), ce qui, par définition,
implique que Sx est un sous-demi-groupe dense de 4 ; et, par suite, x est une
immersion dense de .S dans 4.

La premiére formule de (6) découle du théoréme précédent et du fait que
T'(S)e = Sx ; la derniére formule est, & présent, évidente.

COROLLAIRE. S7 S est un demi-treillis de groupes, Q(S) I'est aussi.

4. Demi-groupes réguliers, produit sous-direct d’un demi-treillis
et d’'un groupe. Soit S un sous-demi-groupe régulier du produit direct
Y X G, ou Y est un demi-treillis, et G un groupe, tel que les projections de .S
dans Y et dans G sont surjectives. Pour tout @ € Y, posons

Ge = {g € G[(a:g) € S}'

On voit sans peine que la fonction 5 qui, & tout @ € Y, associe 'ensemble G,,
est une fonction antitone du demi-treillis ¥ dans le treillis £ (G) des sous-
groupes de G, et que UgeyGe = G. Posons an = G, ; remarquons aussi que

S = {(a,g) € Y XGlg € an},

et notons S = (V, 9, G). Il est clair que .S est un demi-treillis de groupes, et
nous pouvons utiliser les résultats antérieurs concernant l’enveloppe de trans-
lations de S. Il faut d’abord noter qu'il suffit de considérer les translations d’un
cHté seulement, par exemple les translations & gauche.

Soit A € A(S) ; définissons les fonctions 7 et 6 par la formule

M Ma, g) = (1(a, 8),0(a, g)) ((o, g) €5).

Pour tout (o, g), (8,%) € S,on a
e, 216, h) = (7(a, g),0(a, £)) B, k) = (7 (e, £)B, O(a, g)R),
M (e, £) (B, #)] = Mo, gh) = (r(aB, gh), 0(aB, gh)),

d’o
8) m(, g)B = 7(aB, gh) ((@, g), B, k) €5),
9) 0(a, g)h = 0(aB, gh) ((a, g), B, k) €5).
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Si (o, g), (@, k) €S, on aaussi (o, i7g) € S, et, d’aprés (8), il vient
7(a, g) = 7(a, h(h7'g)) = 7(a, W)a = 7(a, k1) = 7(a, h),

ol 1 est I’élément unité de G. Nous pouvons donc écrire 7(, g) = 7a, et
considérer 7 comme une application de Y dans lui-méme. La formule (8)
entraine de plus que 7 € A(Y). Si (e, g), (B,g) € S, ona (8,1) €S, et en
appliquant (9) aux couples (o, g), (8, 1), on obtient (e, g) = 0(aB, g). Par
symétrie, on a aussi (8, g) = 0(aB, g), d’ott 0(a, g) = 0(8, g). Par conséquent,
on peut écrire (e, g) = 0g, et considérer # comme une application de G dans
lui-méme. De plus, la formule (9) implique que 8 € A(G).

En vertu du Lemme 2, a 7 € A(Y) on peut associer I'idéal rétracté r¥V = I
de Y ; en ce qui concerne § € A(G), on a § = \,, ot ¢ = 61. Nous pouvons
maintenant énoncer le résultat suivant.

TuftorEME 3. Notons B = Jy X G. La fonction &, définie sur A(S) par
£: N> (I, a),on I et asont définis ci-dessus, est un isomorphisme de A(S) dans
B. De plus,

(10) )¢ = {((@),a) € Bl(e,a) € S},
(11) AS)E = {(I,a) € BII € Zy,a € Nacran} = i5(T(S)E).
Démonstration. Remarquons d’abord que la formule (7) peut s’écrire

(12) Na, g) = (ra,0g) = (B,ag) ((a,g) €.5),

ol 7€ A(Y), 6 € AG), et IN () = (B), a € G. Il est clair que £ est la
composition des isomorphismes N\ — (7, 68) — (I, a), et est par conséquent
un isomorphisme de A(S) dans B. Pour tout (e, @¢),(8,g) €S, on a
MNaw) (B, ) = (@,a)(B,g) = (@B, ag) = (v, ag), ou () N\ (B) = (v), ce qui,
d’aprés (12), entraine que Ae,0é = ((a), @) ; ceci démontre (10).

Soit A € A(S), et Mt = (I, @). Dans la construction de I ci-dessus, nous
avons vu que I = 7V, ol 7 € A(Y), ce qui, d’aprés le Lemme 2, entraine que
I€Ry. Soit a € I ;'égalité I = 7Y montre aussi que ra = a. Rappelons
que, dans (12), on a e = 01. D’autre part, (@, 1) € S pour tout « € V. Il
s’ensuit que, pour a € I, I'appartenance de (o, 1) = (ra, 1) & S implique
(@, @) € S, c'est-a-dire que a¢ € an. Ceci montre que le premier ensemble de
(11) est contenu dans le second.

Considérons (I,a) € B, od I € Ay et a € Nyeyn, et prenons
((@),g) € T(S)E On a (I,a)((a), g) = ((),ag), ot IN (a) = (8). En
vertu de (10), on sait que (e, g) € .S, d'olt g € ay. Puisque 8 < «, I'antitonie
de 7 entraine que g € By. D’autre part, a € B9, parce que 8 € I, et on en
déduit que ag € By, ce qui implique (B8, ag) € S. D’aprés (10), cela donne
((B), ag) € T(S)¢, et par conséquent (I, a)((a), g) € T'(S)t. On montre de
facon analogue que ((a), g) (I, a) € T'(S)%. Il en résulte que le second ensemble
de (11) est contenu dans le troisiéme.

https://doi.org/10.4153/CJM-1973-015-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1973-015-9

L'ENVELOPPE DE TRANSLATIONS 171

Soit enfin (I, a) € i5(T(S)£) ; définissons une application \ sur .S par

Ma, g) = (B,ag), st (I,a)((@),g) = ((8), ag).

En utilisant (12), on vérifie sans difficulté que X € A(S) et \é = (I, a), ce
qui montre que le troisiéme ensemble de (11) est contenu dans le premier.

Le résultat principal de ce paragraphe est alors le suivant.

TuEOREME 4. Soit S = (Y, 5, G) un demi-groupe régulier, produit sous-direct
d'un demi-treillis Y et d'un groupe G. La fonction ¢, définie sur S par

¥: (o g) = (@), ),

est une immersion dense de S dans le produit direct Iy X G. De plus, Q(S) est
un demi-groupe régulier, produit sous-direct du demi-treillis X v et du groupe G,
et

Q(S) = (%Yy 77: G)7 E(S) = maeYa"]y
ot I = Nacrom pour tout I € X y.

Démonstration. La premiére assertion découle du théoréme précédent, de la
méme maniére que la premiére assertion du Théoréeme 2 résulte du Théoréme 1.

D’aprés le Théoréeme 1, (S) =2 A(S) est un demi-treillis de groupes. Pour
tout I € Xy, la formule (11) entraine que (I, 1) € A(S)é D’autre part, si
a € G, il existe a € Y tel que (a, g) € S, ce qui, d’aprés (10), implique que
((@),a) € T(S)E C A(S)¢. II s’ensuit que A(S)£ est un demi-groupe régulier,
produit sous-direct de #y et G. La construction du début de ce paragraphe
est donc applicable & A(S)¢, et donne A(S)¢ = [y, #, G], o0t I = (Nacran
pour tout I € Ay, d’aprés (11), ce qui implique A(S) = [#y, 4, G].

Le dernier isomorphisme résulte directement de (11) ; en effet, un élément
(I, a) de A(S)£ est inversible si, et seulement si, I = V.

COROLLAIRE 1. Pour tout demi-treillis Y, et tout groupe G, on a
QY XG) =Xy XG.
Démonstration. Le cas S = ¥ X G, dans la formule (11), donne
A =Hy XG.
COROLLAIRE 2. St S est un demi-groupe régulier, produit sous-direct d'un

demi-treillis et d'un groupe, Q(S) U'est ausst.

Ce corollaire peut se déduire directement du Théoréme 2, si on remarque
que, dans le cas oli tout homomorphisme ¢, g est injectif, tout homomorphisme
Y7, s Uest aussi, d’aprés la propriété suivante : le demi-treillis de groupes
[Y ; Gay ¢a ] est produit sous-direct d'un demi-treillis et d'un groupe si, et
seulement si, tous les homomorphismes ¢, s sont injectifs ; nous ne le démon-
trerons pas ici.
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5. Demi-groupes commutatifs séparatifs. Nous utiliserons d’abord
quelques résultats de [1, § 4.3]. Soit S un demi-groupe commutatif séparatif ;
écrivons S comme réunion de ses composantes archimédiennes S, avec « € V.
Posons

F= {(a,b) € SXS|a,be€ Sipouruna € Y},

avec la multiplication (a,bd)(c,d) = (ac, bd), et définissons une relation
binaire 7 dans F par (a, b)7(c, @) si, et seulement si, ¢, ¢ € S, pour una € ¥
et ad = bc. Alors 7 est une congruence sur F, et le demi-groupe quotient
Q = F/7 sera appelé le demi-groupe des fractions de S. En effet, notant par
[a, b] la classe de 7 contenant (a, b), la fonction w, définie sur .S par aw =
[a2, a], est une immersion de S dans Q. De plus, Q = [V ; Ga, ¢45], qui est
un demi-treillis de groupes, avec le méme demi-treillis ¥, G, étant le groupe
des fractions de S,, et avec ¢, g définie par [a, ble. s = [ac, bc] pour [a, b] € G,,
¢ € S, a = B. L'objet de ce paragraphe est d’abord de plonger A(S) dans
A(Q), puis d’appliquer les résultats du paragraphe 3 au demi-groupe Q. Les
notations introduites resteront fixées dans le reste de ce travail.

Soit A € A(S). Pour tout ¢ € S, montrons par récurrence que (A\a)” = \a”.
La formule est triviale pour # = 1, supposons qu’elle est valable pour #. On
obtient

Aa)t = (Aa) Na)* = (Za)(N"a™) = M (\"a™)a] = A(\a™t1) = \vHigntt,

Soient a, b € S,, on a ¢ = bx et 0" = ay pour certains x, y € S et un entier
positif # qu’on peut supposer plus grand que 1. Par suite,

(Aa)* = Na* = N=IA(bx) = NI[(b)x] = (Ab) (V)

et, de la méme fagon, (\0)" = (Aa) (\""ly), ce qui entraine qu'il existe 3 € ¥
tel que Aa, Nb € Sp. 1l s’ensuit que, pour tout « € Y, il existe 8 € ¥ tel que
ASe © Sg. En particulier, (\a)a = \a? entraine Ba = 8, d’oil 8 < «, et par
suite (M\a)?, (Ma)b € Sg. Par conséquent, [a, b] € G, implique

[(\a)?, (\a)b] € G,
ce qui permet de définir la fonction 6 ci-dessous.

THEOREME 5. La fonction 6, définie sur A(S) par 6 : X\ — X, ot Xa, b] =
[(Aa)?, (\a)b] pour tout [a, b] € Q, est un isomorphisme de A(S) dans A(Q), avec
la propriété A(S)0 = 14 (T'(S)8).

Démonstration. Soient N € A(S), et [a, ], [¢, d] € Q. On obtient
(Ala, b])[e, d] = [(Za)?, (\a)b][c?, cd] = [(Za)2c?, (Aa)bcd)
= [(\(ac))?, (N (ac))bd] = XNac, bd] = X([q, c][b, d]),
ce qui montre que A € A(Q). Si, de plus, ¢ € A(S), on calcule
Apla, b] = X[ (¢a)?, (ea)b] = [(A(ea)?)?, (\(¢a)?) (¢a)b]
[(Aea)?(¢a)?, (Apa) (ea)?] = [(\pa)?, (\ga)b] = \ela, 0],

I

I
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ou l'avant-derniére égalité se déduit de la remarque suivante : si a € S,,
pa € Sg, Apa € Sy, onaa = B = v, comme nous 'avons vu ci-dessus, ce qui
implique, pour tout ¢ € S,

la, b] = [a(ac), b(ac)] = [(ac)a, (bc)a] = [ac, bc].

Par conséquent, 6 est un homomorphisme de A(S) dans A(Q). Si A = &, on
obtient, pour [a, b] € G,

[(Aa)?, (Aa)b] = Ma, b] = ¢la, b] = [(¢a)?, (¢a)b],

d’olt (Ae)2(¢a)b = (\a)b(ea)?, ol Ae,pa € Sg pour un certain 8 £ a. La
simplifiabilité dans Sp entraine Aa = ¢a. Donc X = ¢, et 6 est injective.

Comme S est commutatif et réductif, la projection de @(S) dans A(S) est
surjective et injective. Par suite, T(S) est un idéal de A(S), ce qui implique
U'inclusion A(S)0 C 74 (I(S)0). Inversement, soit ¢ € 75 (I'(S)8). Pour
tout a € S, il existe un unique b € S tel que ¢X, = \,, ce qui permet de définir
une application de S dans lui-méme par la formule ¢X, = X\,. Pour tout
a,b €S, ona

X()\a)b = Xkaxb = ﬂpxaxb = ‘P)-\ab = X)\(ab)y
ce qui montre que (Aa)b = \(ab), c’est-a-dire que X € A(S). De plus, pour
tout [a, b] € Q, on obtient
ela, b] = o([a? a][b, b2]) = @halb, b2 = Ma[b, 0] = [(MaD)?, (Mab)D?]
= [(\a)2?, (\a)b?’] = [(\a)?, (\a)b] = N[a, b],

et ¢ = N0 € A(f). Par conséquent i, (T(S)0) C A(S)x, et l'égalité est
démontrée.

COROLLAIRE 1. La fonction ¢, définte sur S par ¢ : s — N(s2,4], €St une immer-
ston dense de S dans A(Q).

Démonstration. Avec les notations introduites ci-dessus, pour s € S et

e, b] € Q, on obtient
Nla, 0] = [(\sa)?, (Msa)d] = [(sa)?, (sa)b] = [s? slla, b] = Niseala, b,

d’olt Ay, = A2,5. Il en résulte que Se = T'(S)6, et, en vertu du théoréme
précédent, A(S)8 = ia¢q (I'(S5)8). D’autre part, I'(S) est un idéal densement
immergé de A(S), d'aprés [2, 1.3.5], et le fait que la projection de 2(S) dans
A(S) est un isomorphisme de Q(S) sur A(S) qui applique la partie interne I1(S)
de Q(S) sur T'(S). Par suite, S¢ est un idéal densement immergé de son
idéalisateur dans A(Q). Par définition, ¢ est une immersion dense de .S dans

A(Q).

COROLLAIRE 2. Tout demi-groupe commutatif et séparatif peut étre densement
immergé dans I'enveloppe de translations de son demi-groupe des fractions.

Comme Q est un demi-treillis de groupes, 2(Q) l'est aussi, d’aprés le corol-
laire du Théoréme 2. Il résulte du Théoréme 5 que A(S) doit étre commutatif
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et séparatif. Plus généralement, toute extension dense d’un demi-groupe
commutatif séparatif est un demi-groupe commutatif séparatif, ce qu'on
démontre sans difficulté.

Nous appliquerons maintenant quelques-uns des résultats du paragraphe 3
concernant les demi-treillis de groupes au demi-groupe des fractions Q de .S,
ce qui nous permettra d’établir une autre immersion dense des demi-groupes
commutatifs séparatifs. Le résultat suivant donne les images de .S dans la
limite inverse relative & son demi-groupe des fractions. Nous conservons
toutes les notations introduites antérieurement.

THEOREME 6. Soit .S un demi-groupe commutatif séparatif avec les composanies
archimédiennes So, a € V, et soit Q = [V ; Gay 0ap] son demi-groupe des
fractions. En notant 0 la fonction du Théoréeme 5 relative &.S, o celle du Théoréme 1
relative & Q, et A = Inv1im {Ggalacy, 07 @

(13) T(S)bo = {([s% sloy,a)azy € A|s € Sy, v € ¥}
= {([Cm da])aév € AIC'Y € dA,S,,, dv € S’Yr v € Y},

(14) A(S)OG = {([Ca) dﬂ:l)aEI € AII E %Yy CaSﬁ g daSa st INM (6) = (Ol)}
= 14(T'(S)b0s).

Démonstration. Pour s € S,, et pour tout ¢, € S, aveca = v, on a
Afo = A2 0 = ([S2y S][aay aa:')aé'y = ([52y S]ﬂo‘r,a)aé‘/'

Par suite, le premier ensemble dans (13) est contenu dans le second ; il est
évident que celui-ci est contenu dans le troisiéme. Soit ([¢a, da])axy € 4 tel
que ¢y, = d,s, ou s, dy € S,. Pour tout ¢, € Sy, aveca < v, on a

[s%ay, say] = [y, d4],
et, par suite,
[Cay de] = [C‘h d‘v]‘p%a = [E'r: d‘r] (Ca, Ua] = [sza'h sa’y][am o]
= [$20400, SG40s] = [$20, SGx] = [s2, 5][Qa Qa),
ce qui entraine o = ([Ca, da) )azy. Ceci montre que le troisiéme ensemble de

(13) est contenu dans le premier.
Afin de montrer (14), choisissons un élément quelconque A dans A(S). On a

(15) Mo = (()\0)[&“, aa})aEI = ([()‘aa)z’ (kaa)aa])nets
ol
(16) I={acYN)SNG, # 0} € Ay et aa € S,

Soient I M (B) = (a), aa € S,, b € Sg. Nous avons vu, dans la démonstration
du Théoréme 1, qu’alors (\0)[b2, b] € G,, donc \b € .S,, ce qui implique

A2a)?b = (Nw) MNaa)b = (Aa)aa(ND) € (Ny)@uSe,

et par suite (A2y)2Ss & (Aea)@aS.. Ceci, en conjonction avec (15) et (16),
montre que A(S)fc est contenu dans le second ensemble de (14).
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Soit ([¢ay da])acr un élément du second ensemble de (14), et soit ([ga, Fa])azy
un élément du troisiéme ensemble de (13). On a

([Cm da] )aEI([gcn ha])aé‘r = ([Cagm dahrx] )aéﬁv

ou I N (y) = (B). Par hypothése, ¢S, C dsSs et g, € h,S,. D’aprés la cons-
truction, on a, pour tout v € S,

[gv0, hyv] = gy, B)[2, ¥] = [gy, Baley s = [gs, hisl,
ce qui entraine g,vhg = h,vgs. D’autre part, g, € k,S, implique !'existence de
u € S, tel que gy, = hyu. Par suite (ho)uhg = (hyv)gs, Aol gg = hgu € hgS,. 11
en résulte

csgs € cgheSy = hg(csSy) S hodpSs = (dshs)Ss,
donc  ([Cafes abta])azp € T(S)0a, en vertu de (13). On en déduit que

([Cay da])aEI 6 'LA(I‘(S)OG’)
Supposons finalement que ([¢a, de])acr € 74 (T'(S)f0). On obtient, pour tout

la,0] € O,

([Cay da])aEI O‘[a,b]o') = ([Cm da])aEI ()\[cﬂ ,a])\[b,bzl)o’

{ ([car deD)aer(Nab0) } (App,p210) € T(Q)o,

ou l'inclusion est valable, parce que I'expression entre les accolades est contenue

dans T'(S)fs qui est contenu dans I'(Q)s. En utilisant le Théoréme 1, on en
déduit

Il

([car da])aer € 14(T(Q)0) = A(Q)o.
Posons A = ([€a, de))acro™™. On a X € A(Q), et, pour tout s € .S, on obtient
ANAB)]o = (Aa) (A\b0) = ([ca, da])acz(Nsb0) € T (S)bo,
d’aprés 'hypothése, ce qui implique A(\8) € T'(S)6. Par suite
N € 140 (T(S)0) = A(S)9,

en vertu du Théoréme 5. Or, cela entraine ([Ca, dal)acr = Ao € A(S)60, ce qui
achéve la démonstration de (14).

Le théoréme précédent permet d’établir une autre immersion dense d'un
demi-groupe commutatif séparatif.

COROLLAIRE 1. Soit S un demi-groupe commutatif séparatif avec les compo-
santes archimédiennes S,, a € Y, et sott Q = [V ; Gy ¢ap] SOn demi-groupe des
fractions. La fonction T, définie sur S par

15— ([s% s]oya)azy (€S, v €Y),
est une tmmersion dense de S dans Inv lim { Gy }acy.

Démonstration. La fonction 7 est la composition des isomorphismes suivants :

s A _0" As2,41 7 ([52’ $]oy.a)azy (s €9),
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et est donc une immersion de .S dans Inv lim {G, }4cy. De plus, S = I'(S)6s est
un sous-demi-groupe dense de Invlim{G,}.cy, d’aprés le Théoréme 6 et
12, 1.3.5].

COROLLAIRE 2. Tout demi-groupe commutatif peut étre densement immergé
dans la limite inverse de son demi-groupe des fractions.

On peut simplifier les démonstrations du Théoréme 6 et du Corollaire 1
pour montrer que l'immersion canonique d'un demi-groupe commutatif
simplifiable dans son groupe des fractions est une immersion dense. Le résultat
suivant généralise cette propriété au cas d’'un sous-demi-groupe quelconque
d’un groupe.

TutorEME 7. Tout sous-demi-groupe d'un groupe est un sous-demi-groupe
dense.

Démonsiration. Soit S un sous-demi-groupe d'un groupe G, et soit
O\, p) € Q(S). Pour tout e, b € S,on a

(A\a)a™t = b~ (\a)at = b~ (bp)aat = b~ (bp)bb~1 = b=b(N\b)b~! = (\D)b~L.
Il en résulte que la fonction 5, définie sur Q(S) par

n: (N p) = (Na)a™,
ne dépend pas de I'élément a. Pour (), p), (\, p’) € Q(S) et a € S, on obtient

N ) (N, ) = {INNa)](Na)~H} (Va)a?
= MNa)a™t = [(\)a]a™ = (AN, pp")n,

et 7 est un homomorphisme. Si (A\a)a=! = (Na)a~! pour un ¢ € S, on a, pour
tout b € S, (\b)b~t = (WD)b~!, et par suite \b = N'b. Il s’ensuit que N = ¥,
et la simplifiabilité entraine que p = p’. De plus, pour ¢ € S, on a A\ =
(\a)a~! = a, ce qui implique I1(S)y = S. Puisque II(S) est un idéal de Q(S),
on en déduit que 5 est un isomorphisme de 2(S) dans 7¢(S). D’apreés [2, 1.3.5],
I1(S) est un idéal densement immergé de Q(S). Par conséquent, Q(S)y est une
extension dense maximale de II(S)p = S. D’autre part, & cause de la sim-
plifiabilité, 74(S) est une extension dense de S, ce qui implique que Q(S)y =
1¢(S). Cela montre que S est un sous-demi-groupe de G densement immergé.

COROLLAIRE. Toute immersion d'un demi-groupe dans un groupe est dense.
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