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L'ENVELOPPE DE TRANSLATIONS D'UN 
DEMI-TREILLIS DE GROUPES 

MARIO PETRICH 

1. Introduction et sommaire. L'enveloppe de translations d'un demi-
groupe présente un intérêt particulier pour les deux raisons suivantes : d'une 
part, elle apparaît d'une façon naturelle dans la construction des extensions 
idéales des demi-groupes, et d'autre part, elle est souvent utilisée pour des 
caractérisations abstraites des demi-groupes. Afin de l'appliquer aux problèmes 
particuliers, il est important de fournir des constructions qui, pour un demi-
groupe donné sous une forme ou une autre, soient aussi explicites que possible. 
Un exemple d'une telle construction est celle de l'enveloppe de translations 
d'un demi-groupe de matrices de Rees (voir [4]) et ses nombreuses applica­
tions [5 ; 6 ; 7 ; 8]. Pour les demi-groupes appartenant à une classe plus large 
et dont la structure n'est pas connue en détails, il n'est pas possible de trouver 
une construction explicite, mais on peut au moins espérer déterminer si, par 
exemple, l'enveloppe de translations reste dans la même classe de demi-
groupes, et d'en établir autant de propriétés que possible. Un théorème de 
Ponizovski donne un exemple de cette situation (Ponizovski [10]) : il affirme 
que l'enveloppe de translations d'un demi-groupe inverse est un demi-groupe 
inverse. 

Nous rencontrerons ici des exemples des deux espèces. Dans le paragraphe 3, 
pour un demi-treillis de groupes donné sous la forme de la construction de 
Clifford (voir [1, Theorem 4.11]), nous construisons son enveloppe de transla­
tions par un procédé qui généralise la construction de la limite inverse d'un 
ensemble filtrant inférieurement de groupes, ce qui donne un exemple du 
premier type mentionné ci-dessus. Dans le paragraphe 4, nous traitons le cas 
particulier d'un demi-groupe régulier, produit sous-direct d'un demi-treillis 
et d'un groupe, et nous montrons que son enveloppe de translation a la même 
propriété. Le paragraphe 5 fournit un exemple du deuxième type évoqué 
ci-dessus : nous étudions l'enveloppe de translation d'un demi-groupe com-
mutatif séparatif. Dans tous les cas considérés, nous immergeons de façon 
dense les demi-groupes étudiés dans certains demi-groupes ayant une structure 
plus simple. Cela ajoute de nouveaux exemples d'immersions denses des 
demi-groupes réguliers. 

2. Rappel des définitions. Soit 5 un demi-groupe, et soient x et y des 
éléments quelconques de S. Une application X de S dans lui-même, écrite à 
gauche, est une translation à gauche de S, si \(xy) = (\x)y ; de façon duale, 
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p est une translation à droite de 5 , si (xy)p = x(yp) ; la paire (X, p) est liée, si 
x(\y) = (xp)y. Les translat ions à gauche forment un demi-groupe A (S) 
relat ivement à la composition des applications écrites à gauche ; de façon 
duale, les translat ions à droite forment un demi-groupe P(5) pour la composi­
tion des applications écrites à droite ; le sous-demi-groupe du produi t direct 
A (5) X ~P(S), qui est constitué des paires de translations liées, est Y enveloppe 
de translations de 5 , notée il (S). Pour un élément a de 5 , les applications Xa e t 
pa, définies par Xax = ax, xpa = xa, sont des translations internes à gauche et 
à droite, respectivement, engendrées par l 'élément a. L'ensemble II (S) = 
{(Xo» Pa)W € 5} est un idéal de 12(5), appelé la partie interne de 12(5). Le groupe 
des unités de 12(5) sera noté 2 ( 5 ) , le demi-groupe des translations à gauche 
internes par T(5 ) . 

Si I est un idéal de 5 , on appelle 5 une extension (idéale) de I ; cet te exten­
sion est dite dense, si l 'égalité est la seule congruence sur 5 dont la restriction 
à I est l 'égalité sur I ; si, de plus, 5 est une extension maximale (pour l 'ordre 
de l'inclusion des ensembles) de / , alors I est appelé un idéal densement 
immergé de 5 . Un sous-demi-groupe A de 5 est un sous-demi-groupe densement 
immergé, si A est un idéal densement immergé de son idéalisateur i s(A) dans 
5 . Remarquons que is(A) = {s Ç S\as, sa £ A pour tou t a Ç A}. Un iso­
morphisms <p d 'un demi-groupe B sur un demi-groupe A densement immergé 
dans un demi-groupe 5 est une immersion dense de B dans 5 , e t on di t que B 
peut être densement immergé dans 5 . 

Pour toutes les définitions et notat ions non expliquées, nous renvoyons le 
lecteur au mémoire [1]. Pour les extensions idéales, on peut consulter [3], et 
pour les idéaux densement immergés [2]. 

3. D e m i - t r e i l l i s de g r o u p e s . Selon la construction de Clifford [1, Theorem 
4.11], un tel demi-groupe peut être donné par un système de groupes {Ga}a£Y, 
deux à deux disjoints, indexés par un demi-treillis F et un système d 'homo-
morphismes ça,p : Ga —» Gp, pour tou t couple a ^ /3 d 'éléments de F, satis­
faisant aux conditions : ça,a est l 'application identique, (fa,p<pp,y = <Pa,y dès que 
a > 13 > y, et dont la multiplication est donnée par 

a *b = (a<patap)(b<ppfap), si a Ç Ga, b Ç Gp. 

Notons S = [Y \ Ga, <Pa,p], et désignons par ea l 'élément unité de Ga. 
Soit Y un demi-treillis. Le demi-treillis des idéaux de Y (demi-groupe pour 

l 'opération intersection ensembliste) sera noté J1
 Y> Un idéal 7 de F est un 

idéal rétracté, s'il existe un homomorphisme (p de F sur I qui laisse les éléments 
de I invariants ; leur ensemble sera noté â$Y* L'idéal principal engendré par 
un élément a de F sera noté (a), et leur ensemble sera noté £PY-

Soit S = [Y ; Ga, <pa,p] un demi-treillis de groupes ; pour tou t I G J Y, 
posons 

inv lim{Ga}a€i = {(ga) £ Yl £«l&* = &W.« si a < 13}, 
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avec la multiplication par coordonnées, et posons 

Invlim{Ga}a€F = U mvlim{Ga}a€7, 

avec la multiplication 

inv lim{Ga}a£Y sera dite la limite inverse de S = [Y ; Ga, (pa,p]> 
Le résultat principal de ce paragraphe exprime le fait que l'enveloppe de 

translations de S est isomorphe à un sous-demi-groupe, que nous caractéri­
serons, de Inv lim{Ga}aeY> Toutes les notations introduites sont fixées pour tout 
le paragraphe. 

LEMME 1. Pour tout I Ç J> Y, inv lim{Ga}aei est un groupe, et 

I n v l i m { G a } a € F ^ [JY ; inv lim{Ga}aei, \fsi,j], 

où, pour tout I 3 / , 

Démonstration. La première assertion est bien connue. Pour la deuxième, 
il suffit de remarquer que la construction de Inv lim{Ga}aeY entraîne immédiate­
ment que c'est un demi-groupe demi-treillis JY de groupes inv Yim{Ga}aei, 
dont la multiplication est déterminée par les homomorphismes ^ïtJ. 

LEMME 2. L'ensemble des translations à gauche (ou à droite) d'un demi-treillis 
Y coïncide avec F ensemble des endomorphismes de Y sur ses idéaux. Un tel idéal 
I est caractérisé par la propriété suivante : Vintersection de I avec tout idéal 
principal de Y est un idéal principal de Y. De plus, I détermine la translation 
(endomorphisme) X définie par la relation I C\ (a) = Çka) pour tout a G Y, et la 
correspondance \ —> I est un isomorphisme de À ( F) sur & Y. 

Démonstration. Voir [9, Propositions 1 et 3]. 

La propriété évoquée peut donc être prise comme définition d'un idéal 
rétracté de Y. Les idéaux principaux en sont un cas particulier. 

THÉORÈME 1. Notons A = Inv Um{Ga}aeY- La fonction a, définie sur A (S) 
par 

(1) a : X -> (Xea)aei, où I = {a <E Y\\S H Ga ^ 0}, 

est un isomorphisme de A (S) dans A. De plus, 

(2) T(S)<r = {(aa)aeieA\le&>T}9 

(3) A(S)<r = {(aaUj e A\I G &Y} = iA(T(S)a). 

Démonstration. Soient x et y deux éléments de Ga. Si \x £ Gy et \y G Gs, 
les égalités Xx = Xiyy^x) = (X;y)(;y_1x) entraînent y ^ ô; par symétrie, on a 
à ^ T, et par suite y = ô. Notant x —» x Thomomorphisme canonique de 5 
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sur F , nous pouvons définir une fonction X sur F par Xx = Xx. En particulier, 

\(xy) = Xxy = \(pcy) = (Xx)y = Xxy = (Xx)y, 

ce qui mont re que X G A ( F ) . D 'après le Lemme 2, X est complètement déter­
minée par l'idéal ré t racté I = X F, et, de plus, 7 coïncide avec 7 définie dans (1), 
e t la restriction X|7 est la fonction identité. Il en résulte que Xea G Ga pour 
tou t a G 7, e t si a < 0, on a 

Xé?a = Xfe * ea) = (Xfy) * ea = (\efi)<ppta, 

ce qui montre que a- est une fonction de S dans A. 
Soient X,JU G A (S). Avec les notat ions ci-dessus, on a X,/z G A ( F ) et 

(X/z)F = X F P i jûF. En posant Xo- = (£«)«€/ et \xa = (da)aejy et supposant 
que ea G XJUS, on en dédui t 

( X M K = X(^a) = Xda = X(ea * d«) = (Xea) * 4 = ca * J a , 

ce qui signifie que a est un homomorphisme. 
SoitXo- = \xa = (ca)açi, e t soit a G Ga. E n ver tu du Lemme 2, on a 7 Pi (a) = 

(Xa) = (/la) pour tou t a 6 F. Donc 

Xa = X(ea * a) = (Xea) * a = (X^x«) * a 

— (M^M«) * a = (pea) * a = /J>(ea * a) = jua, 

ce qui montre que a est une fonction injective. 
Pour a G Ga, on voit sans peine que X a F = (a), idéal principal engendré 

p a r a , ce qui entraîne Xaa = (cp)p^a). Inversement, si (a,p)pç(a) G i , o n a , pour 
tou t j8 ^ a, 

ce qui implique que XGaa = (a^eca)- Ceci établi t la formule (2). 
Nous avons remarqué ci-dessus que, pour Xa = (aa)aa, on a toujours 

7 G «^V, ce qui montre que le premier ensemble de (3) est contenu dans le 
second. Soient (ay)yei G A avec 7 G <^V, et (bp)pe(a) G r(5)<r. On obtient 

(<h)yei(bp)pç(a) = (aôbô)ôemW, 

or, d 'au t re par t , en ver tu du Lemme 2, on a 7 P\ (a) = (e) pour un e dans F , 
ce qui entraîne (ag&ô)se(€) G r(S)<j, d 'après (2). On voit de la même façon que 
le produi t {b^)&^a){ay)ya est aussi contenu dans Y(S)a. Pa r conséquent 
(ay)y£I G ^ ( r ( 5 ) c r ) , e t le second ensemble de (3) est contenu dans le troi­
sième. 

Soit enfin (cy)ya G iA(T(S)<r). Pour tou t a G F, le produit (cy)y^I(ep)p^a) 
est contenu dans T(S)<r, et par conséquent 7 P\ (a) est un idéal principal 
de F, e t le Lemme 2 implique que 7 G ^ F - Définissons une fonction X sur S 
par 

(4) Xa = c7 *a, si a £ Ga e t 7 P \ (a) = (7) . 
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Il est évident que la fonction X, définie ci-dessus pour X Ç A(5), peut s'ap­
pliquer ici aussi, et donne I C\ (a) = (Xa). On en déduit que Xa = C\a * a si 
a G Ga. Par conséquent, pour tout a G Ga, & G G/?, on obtient 

( X a ) *fr = (Cx« * a) * & = fea^Xa,(X«)/3)(tt^a,(\a)^)(^^,(Xa)^) 

= ^(aj8)[(a^afa /3)(6^ i8 fa /3)]^a/S,X(a/3) = X (fl * & ) , 

ce qui implique X G A(5). D'après (4), il est clair que Xcr = (cy)y^Iy et on a 
bien 2A(r(5)o-) C A(5)o\ Ceci démontre la formule (3), et achève la démon­
stration du théorème. 

Nous pouvons maintenant énoncer un des principaux résultats de ce travail. 

THÉORÈME 2. Soit S = [Y ; Ga, <pa,p] un demi-treillis de groupes. La fonction 
X, définie sur S par 

X : a —> (a<pa,p)fëa, si a G Ga, a G F, 

^ zme immersion dense de S dans A = Inv lim {Ga}açr. Zte ^>to, 

(5) 12(5) ^ P(5) ^ A(5) ^ [ ^ r ; invlim{Ga}a€7> * 7 i / ] , 

022 (aa)aei\l/IfJ = (aa)a€ j si I ^D J, et 

(6) S x = {(<0«e/ € A\I G &Y], 2(5) ^ i n v l i m { G a } a € r . 

Démonstration. Montrons d'abord que, pour toute translation à gauche X 
de 5, il existe une translation à droite p de 5 liée à X. Soit X G A (5), et soit 
Xo- = (cy)yei avec la notation du théorème précédent, de telle façon que X peut 
être donnée sous la forme (4). Définissons p par 

ap = a * cyt si a G G« et / P (a) = (7). 

Comme pour X, on montre ici que p est une translation à droite de 5. De plus, 
pour a e Ga,b e Gp, et I P (a) = (7), I Pi (0) = (<5), on obtient 

(*ô) = ( a ) P (5) = (a) Pi (in 08)) 

= ( / P ( a ) ) P (0) = ( 7 ) P 03) = (7/3), 

ce qui implique aô = 7/3. On en déduit que C5<Po,a8 = Cy<Py,yp, d'où 

a * (X&) = a * c5 * & = (aç?a,a8)(ca^8fa8)(&^/sfaa) 

= (a<Pa,yp)(Cy<Pytyp)(b<PPtyp) = d * Cy * & = ( # P ) * Ô , 

c'est-à-dire que X et p sont liées. 
Par symétrie, toute translation à droite est liée à une translation à gauche. 

D'autre part, il est clair que 5 est un demi-groupe réductif, ce qui entraîne que 
les projections de 12(5) dans A (5) et dans P(5) sont des isomorphismes de 
12(5) sur A(5) et P(5), respectivement. Nous avons vu, dans le théorème 
précédent, que A(5) est isomorphe à {(aa)aei G A\I G S?Y] ; il est facile de 
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voir que ce dernier est isomorphe au dernier demi-groupe de (5). Ceci complète 
la démonstration de (5). 

Si a G Ga, on a, avec la notation du théorème précédent, 

Par conséquent, la fonction %> dans l'énoncé du théorème, est la composition 
de l'isomorphisme y : a —* Xa de 5 sur T(S) et de a restreinte à T(S). Le fait, 
démontré au début de la démonstration, que la projection de 12(5) dans A (5) 
est un isomorphisme de Œ (5) sur À (5), entraîne que T(5) est un idéal dense-
ment immergé de A(5), d'après [2, 1.3.5]. En vertu de l'isomorphisme a, 
T(S)a = Sx est un idéal densement immergé de iA(Sx)> ce qui, par définition, 
implique que 5% est un sous-demi-groupe dense de A ; et, par suite, x est une 
immersion dense de 5 dans A. 

La première formule de (6) découle du théorème précédent et du fait que 
T(S)a = Sx ; la dernière formule est, à présent, évidente. 

COROLLAIRE. Si S est un demi-treillis de groupes, 12(5) Vest aussi. 

4. Demi-groupes réguliers, produit sous-direct d'un demi-treillis 
et d'un groupe. Soit 5 un sous-demi-groupe régulier du produit direct 
Y X G, où Y est un demi-treillis, et G un groupe, tel que les projections de 5 
dans Y et dans G sont surjectives. Pour tout a G Y, posons 

Ga= {geG\(a,g) es}. 

On voit sans peine que la fonction 77 qui, à tout a G F, associe l'ensemble Gaf 

est une fonction antitone du demi-treillis Y dans le treillis «jSf (G) des sous-
groupes de G, et que Ua^rGa = G. Posons arj = Ga ; remarquons aussi que 

5 = {(a, g) G YXG\g earj}, 

et notons 5 = (F, 77, G). Il est clair que 5 est un demi-treillis de groupes, et 
nous pouvons utiliser les résultats antérieurs concernant l'enveloppe de trans­
lations de 5. Il faut d'abord noter qu'il suffit de considérer les translations d'un 
côté seulement, par exemple les translations à gauche. 

Soit X G A (5) ; définissons les fonctions r et 6 par la formule 

(7) X(a, g) = (r(a, g), 0(a, g)) ((a, g) G S). 

Pour tout (a, g), (0, h) G 5, on a 

[X(a,g)](j8,*) = (r(a,g),0(a,g))(P,h) = (r(a, g)P,6(a, g)h), 

X[(« ,g) (M)] = X(«j8,£ft) = (rfeftgA), 0(a0,*A)), 

d'où 

(8) T(«, £)/3 = r(a0, *A) ((a, g), 03, A) G 5) , 

(9) 0(a, g)ft = 0(aj8, gi) ((a, g), (0, A) G 5) . 
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Si (a, g), (a, h) G S, on a aussi (a, h~lg) G S, et, d 'après (8), il vient 

T(a> g) = r(a> hQl^g)) = r(a, h)a = r(a, M ) = r(a, h), 

où 1 est l 'élément uni té de G. Nous pouvons donc écrire r(a,g) = ra, e t 
considérer r comme une application de F dans lui-même. La formule (8) 
entraîne de plus que r 6 A ( F ) . Si (a, g), (/3, g) G 5 , on a (0, 1) G 5 , e t en 
appl iquant (9) aux couples (a, g), (fi, 1), on obt ient 6(a,g) = 6(a/3, g). P a r 
symétrie, on a aussi 0(/3, g) = 0(a/3, g), d 'où 0(a, g) = 0(/3, g) . Par conséquent , 
on peu t écrire 0(a, g) = 0g, e t considérer 0 comme une application de G dans 
lui-même. De plus, la formule (9) implique que 0 G A (G). 

E n ver tu du Lemme 2, à r G A ( F ) on peu t associer l 'idéal ré t rac té r F = J 
de F ; en ce qui concerne 0 G A (G), on a 0 = Xa, où a = 01. Nous pouvons 
ma in tenan t énoncer le résul ta t suivant . 

T H É O R È M E 3. Notons B = J* Y X G. La fonction £, définie sur A (S) par 
£ : X —» (I, a), où I et a sont définis ci-dessus, est un isomorphisme de A (S) dans 
B. De plus, 

(10) r ( S ) f = {( (a) , a) G S | ( a , a ) G 5 } , 

(11) A(5)f = { ( / , a ) G 5 | / G ^ F , a G f W ^ } = * * ( r ( S ) £ ) . 

Démonstration. Remarquons d 'abord que la formule (7) peu t s'écrire 

(12) X(a, g) = (ra, Bg) = (/3, ag) ((a, g) G 5 ) , 

où r G A ( F ) , 0 G A (G), e t 7 P i ( a ) = (fi), a G G. Il est clair que £ est la 
composition des isomorphismes X —> (r, 0) —» (7, a), e t est par conséquent 
un isomorphisme de A (S) dans B. Pour t ou t (a, a), (fi, g) G 5 , on a 
^<«.a)(£, g) = (a,a)(P,g) = (pL$,ag) = (y,ag), où (a) H (fi) = ( 7 ) , ce qui, 
d 'après (12), en t ra îne que X(a>G)£ = ((a), a) ; ceci démont re (10). 

Soit X G A(5) , e t X£ = (7, a). Dans la construction de 7 ci-dessus, nous 
avons vu que 7 = r F , où r G A ( F ) , ce qui, d 'après le Lemme 2, en t ra îne que 
7 G S%Y- Soit a G 7 ; l 'égalité 7 = r F mont re aussi que ra = a. Rappelons 
que, dans (12), on a a = 01. D ' au t r e par t , (a, 1) G 5 pour t ou t a G F. Il 
s 'ensuit que, pour a: G 7, l ' appar tenance de X(a, 1) = (ra, 01) à S implique 
(a, a) G S, c'est-à-dire que a G ay. Ceci mont re que le premier ensemble de 
(11) est contenu dans le second. 

Considérons (7, a) £ B, où 7 G £%Y e t a G PWeiT^ et prenons 
( (a ) , g) G r ( S ) £ . On a (/ ,<*)((«), g) = (03), ag) , où 7 H (a) = (fi). E n 
ver tu de (10), on sait que (a, g) G S, d 'où g G arj. Puisque /3 ^ a, l 'ant i tonie 
de r] en t ra îne que g G firj. D ' au t r e par t , a G Py, parce que fi G 7, e t on en 
dédui t que ag G /fy, ce qui implique (13, ag) G 5 . D 'après (10), cela donne 
i(P),ag) € r ( S ) £ , e t par conséquent (7, a ) ( (a ) , g) G r ( S ) £ . On mont re de 
façon analogue que ((a), g) (I, a) G T(S)£. Il en résulte que le second ensemble 
de (11) est contenu dans le troisième. 
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Soit enfin (/, a) Ç iB(T(S)%) ; définissons une application X sur S par 

\(a,g) = (fi,ag), si ( i » ( ( a ) , g ) = ((/?), ag). 

En utilisant (12), on vérifie sans difficulté que X £ A(5) et X£ = (/, a), ce 
qui montre que le troisième ensemble de (11) est contenu dans le premier. 

Le résultat principal de ce paragraphe est alors le suivant. 

THÉORÈME 4. Soit S — (F, rj, G) un demi-groupe régulier, produit sous-direct 
d'un demi-treillis Y et d'un groupe G. La fonction \p, définie sur S par 

$ : (a, g) -> ((a), g), 

est une immersion dense de S dans le produit direct ^ Y X G. De plus, U(S) est 
un demi-groupe régulier, produit sous-direct du demi-treillis S% Y et du groupe G, 
et 

Q ( 5 ) Ç* ( ^ y , V, G), 2 ( 5 ) ^ HaeraV, 

où Irj = naeiaV Pour tout I (z &Y-

Démonstration. La première assertion découle du théorème précédent, de la 
même manière que la première assertion du Théorème 2 résulte du Théorème 1. 

D'après le Théorème 1, iï(S) = A (S) est un demi-treillis de groupes. Pour 
tout / G ^ 7 , la formule (11) entraîne que (/, 1) G A(S)£. D'autre part, si 
a G G, il existe a £ F tel que (a, g) £ S, ce qui, d'après (10), implique que 
((a), a) £ r(»S)£ Ç A(S)£. Il s'ensuit que A(S)£ est un demi-groupe régulier, 
produit sous-direct de S%Y et G. La construction du début de ce paragraphe 
est donc applicable à A(5)£, et donne A(5)£ = \S%Y, V, G], où Irj = DaeiaV 
pour tout I (z â?Y, d'après (11), ce qui implique A (S) ~ [£%Y, r), G]. 

Le dernier isomorphisme résulte directement de (11) ; en effet, un élément 
(I, a) de A(»S)£ est inversible si, et seulement si, I = Y. 

COROLLAIRE 1. Pour tout demi-treillis F, et tout groupe G, on a 

Û ( F X G)^0?Y X G. 

Démonstration. Le cas S = Y X G, dans la formule (11), donne 

A(S)£ = â?Y X G. 

COROLLAIRE 2. Si S est un demi-groupe régulier, produit sous-direct d'un 
demi-treillis et d'un groupe, £l(S) l'est aussi. 

Ce corollaire peut se déduire directement du Théorème 2, si on remarque 
que, dans le cas où tout homomorphisme <pa,p est injectif, tout homomorphisme 
\l/ItJ l'est aussi, d'après la propriété suivante : le demi-treillis de groupes 
[F ; Ga, <pa,p] est produit sous-direct d'un demi-treillis et d'un groupe si, et 
seulement si, tous les homomorphismes ça^ sont injectif s ; nous ne le démon­
trerons pas ici. 
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5. Demi-groupes commutatifs séparatifs. Nous utiliserons d'abord 
quelques résultats de [1, § 4.3]. Soit 5 un demi-groupe commutatif séparatif ; 
écrivons 5 comme réunion de ses composantes archimédiennes Sa avec a G F. 
Posons 

F = {(a, 6) G 5 X S\a, b £ Sa pour un a G F} , 

avec la multiplication (a,b)(c,d) = (ac,bd), et définissons une relation 
binaire r dans i7 par (a, b)r(c, d) si, et seulement si, a, c £ Sa pour un a 6 F 
et ad = 6c. Alors r est une congruence sur F, et le demi-groupe quotient 
Q = F/T sera appelé le demi-groupe des fractions de 5. En effet, notant par 
[a, b] la classe de r contenant (a, b), la fonction co, définie sur 5 par aco = 
[a2, a], est une immersion de 5 dans Q. De plus, Q ~ [F ; Ga, <pa,p]j qui est 
un demi-treillis de groupes, avec le même demi-treillis F, Ga étant le groupe 
des fractions de 5«, et avec <patp définie par [a, b](pa>p = [ac, bc] pour [a, b] G Ga, 
c G 5/3, a è 0. L'objet de ce paragraphe est d'abord de plonger A (5) dans 
A(Ç), puis d'appliquer les résultats du paragraphe 3 au demi-groupe Q. Les 
notations introduites resteront fixées dans le reste de ce travail. 

Soit X G A (5). Pour tout a G 5, montrons par récurrence que (Xa)n = \nan. 
La formule est triviale pour n = 1, supposons qu'elle est valable pour n. On 
obtient 

(\a)n+1 = (Xa)(Xa)w = (\a)(\nan) = \[(\nan)a] = X(Xnan+1) = Xn+1on+1. 

Soient a, b G 5a , on a aw = bx et 6n = ay pour certains x, 3; G 5 et un entier 
positif w qu'on peut supposer plus grand que 1. Par suite, 

(Xa)» = \nan = X^XQx) = Xw-1[(X6)x] = (X6)(Xw~1x), 

et, de la même façon, (\b)n = (Xa)(Xw-1;y), ce qui entraîne qu'il existe fi G F 
tel que Xa, X6 G 5/3. Il s'ensuit que, pour tout a G F, il existe /3 G F tel que 
X5a C 5/3. En particulier, (\a)a = Xa2 entraîne fia = fi, d'où /3 g a, et par 
suite (Xa)2, (\a)b G 5^. Par conséquent, [a, b] G Ga implique 

[(Xa)2, (\a)b] G G* 

ce qui permet de définir la fonction 6 ci-dessous. 

THÉORÈME 5. La fonction 0, définie sur A (5) par 6 : X —> X, où X[a, b] = 
[(Xa)2, (Xa)fr] ^owr tout [a, 6] G Q, est un isomorphisme de A(5) daws A(Ç), az/ec 
/a propriété A (5)0 = iA(Q)(T(S)6). 

Démonstration. Soient X G A (5), et [a, &], [c, d] G Ç. On obtient 

(\[a,b])[c,d] = [(Xa)2, (Xa)&][c2, aZ] = [(Xa)V, (Xa)foa1] 

= [(X(ac))2, (X(ac))M] = \[ac,bd\ = X([a, c][&, a7]), 

ce qui montre que X G A(<2). Si, de plus, <p G A (5), on calcule 

X [̂a,Z>] = X[(^a)2, (^a)6] = [(X(^a)2)2, (X(^a)2) (^a)5] 

= [(X<?a)2(<?a)2, (\<pa)(<payb] = [(X^a)2, (X<?a)fr] = X^[a, 6], 
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où l'avant-dernière égalité se déduit de la remarque suivante : si a G 5a , 
<pa G 5/s, \ipa f 57( on a a ^ j8 ^ 7, comme nous l'avons vu ci-dessus, ce qui 
implique, pour tout c G S$, 

[a,b] = [a(ac),b(ac)] = [(ac)a, (bc)a] = [ac, ôc]. 

Par conséquent, 0 est un homomorphisme de A (5) dans A(<2). Si X = <p, on 
obtient, pour [a, b] G Ga, 

[(Xa)2, (Xa)6] = X[a, ft] = ë[a, b] = [(<?a)2, (<pa)6], 

d'où (\a)2(<pa)b = (\a)b(<pa)2, où Xa,<pa G 5^ pour un certain 0 ^ a. La 
simplifiabilité dans 5/3 entraîne Xa = ça. Donc X = <p, et 0 est injective. 

Comme 5 est commutatif et réductif, la projection de 12(5) dans A(5) est 
surjective et injective. Par suite, T(S) est un idéal de A (5), ce qui implique 
l'inclusion A(5)0 Ç iA ( Q )(r(5)0). Inversement, soit ç> G i\(Q)(T(S)d). Pour 
tout a G 5, il existe un unique b G 5 tel que <p\a = X6, ce qui permet de définir 
une application de 5 dans lui-même par la formule <pXa = X\a. Pour tout 
a, & G 5, on a 

X(\a)6 = XxaX& = <£>XaX6 = (f\ab = X\(a&), 

ce qui montre que (Xa)fr = X(a&), c'est-à-dire que X G A(5). De plus, pour 
tout [a, b] G 0, on obtient 

<p[a,b] = ^([a2 ,a][M2]) = <p\a[b, b2] = XXû[M2] = [(XXa&)2, (XXa&)&2] 
= [(Xa)262, (Xa)&3] = [(Xa)2, (Xa)&] = X[a, 6], 

et <p = X0 G A(0). Par conséquent iA(Q)(T(5)0) C A (5)%, et l'égalité est 
démontrée. 

COROLLAIRE 1. La fonction <p, définie sur S par <p : s —> \[S2,S], est une immer­
sion dense de S dans A(Q). 

Démonstration. Avec les notations introduites ci-dessus, pour 5 G 5 et 
[a, 5] G (?, on obtient 

Xs[a, 6] = [(Xsa)2, (X,a)&] = [(sa)2, (sa)b] = [s2, 5][a, &] = X[s2>s][a, ô], 

d'où \s = X[S2t,]. Il en résulte que Sep = T(5)0, et, en vertu du théorème 
précédent, A(5)0 = H(Q)(r(5)0). D'autre part, T(5) est un idéal densement 
immergé de A (5), d'après [2, 1.3.5], et le fait que la projection de 12(5) dans 
A (5) est un isomorphisme de 12(5) sur A (5) qui applique la partie interne II (5) 
de 12(5) sur T(S). Par suite, S<p est un idéal densement immergé de son 
idéalisateur dans A(Ç). Par définition, <p est une immersion dense de 5 dans 
A (G). 

COROLLAIRE 2. Tout demi-groupe commutatif et séparatif peut être densement 
immergé dans Venveloppe de translations de son demi-groupe des fractions. 

Comme Q est un demi-treillis de groupes, 12 (Ç) l'est aussi, d'après le corol­
laire du Théorème 2. Il résulte du Théorème 5 que A (5) doit être commutatif 
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e t séparatif. Plus généralement, tou te extension dense d 'un demi-groupe 
commutat i f séparatif est un demi-groupe commutat i f séparatif, ce qu 'on 
démont re sans difficulté. 

Nous appliquerons ma in tenan t quelques-uns des résul ta ts du paragraphe 3 
concernant les demi-treillis de groupes au demi-groupe des fractions Q de S, 
ce qui nous pe rmet t ra d 'établir une au t re immersion dense des demi-groupes 
commutat i fs séparatifs. Le résul ta t su ivant donne les images de .S dans la 
limite inverse relative à son demi-groupe des fractions. Nous conservons 
toutes les notat ions introduites antér ieurement . 

T H É O R È M E 6. Soit S un demi-groupe commutatif séparatif avec les composantes 
archimédiennes Sa, a G F, et soit Q = [ F ; G«, <pa,p] son demi-groupe des 
fractions. En notant 6 la fonction du Théorème 5 relative à S, a celle du Théorème 1 
relative à Q, et A = I nv lim{C7a}a e F , on a 

(13) T(S)da = {([s2, s]<p7)a)aûy G A\s G S7 , y G F} 

= { ([Ca, da])a^y G A\Cy G dySy, dy G Sy, 7 G F } , 

(14) A(S)da = { ([ca, da])aei £A\ie mY, caS& C dJSa si / H 08) = (a)} 

= iA(T(S)6a). 

Démonstration. Pour s G Sy, et pour tou t aa G Sa avec a ^ 7, on a 

\s0o- = X[s2>s]o- = ([s2, s][aa, a«])«^7 = ([s2, s]<py,a)a^y. 

Par suite, le premier ensemble dans (13) est contenu dans le second ; il est 
évident que celui-ci est contenu dans le troisième. Soit ([ca, da])a^y G A tel 
que Cy = dyS, où s, dy G Sy. Pour tou t aa G Sa avec a ^ 7, on a 

[s2a7, sa7] = [c7, <£y], 
et, par suite, 

[ca,da] = [cy,dy]<py,a = [cy, dy][aa, aa] = [s2ayy say][aa, aa] 

= [s2ayaay sayaa] = [s2aa, saa] = [s2, s][aa, aa], 

ce qui en t ra îne \s6a = ([ca, da])a^y Ceci mont re que le troisième ensemble de 
(13) est contenu dans le premier. 

Afin de montrer (14), choisissons un élément quelconque X dans A (S). On a 

(15) Xda = ( (X0) [a a , a j ) t t € / = ([(Xaa)2, (\aa)aa])aez, 

où 

(16) I = {a e Y\(\d)Sr\Ga 9* 0} G g%Y e t aa G Sa. 

Soient I Hi (J3) = (a), aa G Sa, b G S/3. Nous avons vu, dans la démonstra t ion 
du Théorème 1, qu'alors (X0)[&2, b] G G«, donc \b G S«, ce qui implique 

(\aa)
2b = (\aa)(\aa)b = (\aa)aa(Xb) G (Xaa)aaSa, 

et par suite (\aa)
2Sp C (Xaa)aaSa . Ceci, en conjonction avec (15) e t (16), 

mont re que A(S)0<r est contenu dans le second ensemble de (14). 
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Soit ([ca, da])aei un élément du second ensemble de (14), et soit ([ga, ha])a^y 

un élément du troisième ensemble de (13). On a 

([Ca,da])a£l([ga,ha])a&Y = ([^aga, daha])a^, 

où / P i (7) = (/3). Pa r hypothèse, CpSy £ dpSp et gy G h7S7. D 'après la cons­
truction, on a, pour tou t v G Sp, 

[gyV, M = [gy, Jly][V, V] = [gy, kyjify ^ = fe, kfj], 

ce qui ent ra îne gyvhp = ^ 7 ^ . D 'au t re par t , gy G ^ 7 5 T implique l'existence de 
u G 5 7 tel que g7 = A7^. Par suite (hyv)uhp = (hyv)g0, d 'où g$ = Â w G / ^ 5 7 . Il 
en résulte 

cpgp G cphpSy = hp(c$Sy) Ç hpdpSp = (dphp)Sp, 

donc ([£aga, daha])a^p G r(S)0o-, en ver tu de (13). On en déduit que 

(b«,d«]We ^ ( r (5 )^ ) . 
Supposons finalement que ([ca, d t t])aa G ^ ( T ( S ) 6 a ) . On obtient, pour tou t 

K b] G Q, 

([Ça, d j ) a € / ( ^ [ a , & ] ° " ) = ([^a, ^a])a6l(X[o2,o]X[&,&2])0' 

= ffc,4lW(^)l(^M^) e r(<2K 
où l'inclusion est valable, parce que l'expression entre les accolades est contenue 
dans T(S)9<r qui est contenu dans T(Q)a. En utilisant le Théorème 1, on en 
dédui t 

([ca, da])av £ iA(T(Q)<r) = A(Q)a. 

Posons X = ([ca, ^J)«6JO'""1 . On a X G A(Ç), et, pour tou t 5 G 5, on obt ient 

[x(xs0)> = M ( \ A ) = ([ca,rf«]W(XA) G r(S)0(rf 

d'après l 'hypothèse, ce qui implique X(Xs0) G r ( S ) 0 . Par suite 

XG * W r ( S ) 0 ) = A (5)0, 

en ver tu du Théorème 5. Or, cela entraîne ([ca, da])aei = Xcr G A(S)0cr, ce qui 
achève la démonstrat ion de (14). 

Le théorème précédent permet d'établir une autre immersion dense d 'un 
demi-groupe commutatif séparatif. 

COROLLAIRE 1. Soit S un demi-groupe commutatif séparatif avec les compo­
santes archimédiennes Sa, CL G Y, et soit Q = [Y ; Ga, <pa,p] son demi-groupe des 
fractions. La fonction r, définie sur S par 

T : s—> ([s2, s]<pyta)a^y (s G Sy, y G Y), 

est une immersion dense de S dans Inv lim {Ga}aeY-

Démonstration. La fonction r est la composition des isomorphismes suivants : 

s —> Xs —> X[s2,sl —> ([5 , s](py>a)a^y (s G 5 ) , 
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et est donc une immersion de 5 dans Inv lim{Ga}a€F . De plus, ST = T(S)6a est 
un sous-demi-groupe dense de Inv ïim{Ga}aeY, d'après le Théorème 6 et 
[2, 1.3.5]. 

COROLLAIRE 2. Tout demi-groupe commutatif peut être densement immerge 
dans la limite inverse de son demi-groupe des fractions. 

On peut simplifier les démonstrations du Théorème 6 et du Corollaire 1 
pour montrer que l'immersion canonique d'un demi-groupe commutatif 
simplifiable dans son groupe des fractions est une immersion dense. Le résultat 
suivant généralise cette propriété au cas d'un sous-demi-groupe quelconque 
d'un groupe. 

THÉORÈME 7. Tout sous-demi-groupe d'un groupe est un sous-demi-groupe 
dense. 

Démonstration. Soit 5 un sous-demi-groupe d'un groupe G, et soit 
(X, p) Ç £2(S). Pour tout a, b Ç 5, on a 

(Xa)a-1 = b-lb(\a)a-1 = b~1(bp)aa^ = b~l{bp)bb-1 = b-lb(\b)b~l = (Xb)b-1. 

Il en résulte que la fonction 77, définie sur 12(5) par 

77 : (X, p) —> (Xa)a-1, 

ne dépend pas de l'élément a. Pour (X, p), (X', p') £ 0(5) et a G 5, on obtient 

(A,pMX' ,p 'h = { [ACX'^KX'^KX'a^ - 1 

= X(X,a)a-1 = [ ( X X » - 1 = (XV, PP')V, 

et 77 est un homomorphisme. Si (\a)a~1 = (\'a)a~1 pour un a £ 5, on a, pour 
tout 6 Ç 5 , (Xfr)fr-1 = (X'&Jft-1, et par suite \b = Xrfr. Il s'ensuit que X = X', 
et la simplifiabilité entraîne que p = p'. De plus, pour a Ç 5, on a Xar] = 
(Xaa)a~"1 = a, ce qui implique II (5)77 = S. Puisque 11(5) est un idéal de 0(5), 
on en déduit que 77 est un isomorphisme de 0(5) dans iG(S). D'après [2, 1.3.5], 
11(5) est un idéal densement immergé de 0(5). Par conséquent, 0(5)77 est une 
extension dense maximale de 11(5)77 = 5. D'autre part, à cause de la sim­
plifiabilité, iG(S) est une extension dense de 5, ce qui implique que 0(5)77 = 
iG(5). Cela montre que 5 est un sous-demi-groupe de G densement immergé. 

COROLLAIRE. Toute immersion d'un demi-groupe dans un groupe est dense. 
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