UBER AUTOMORPHIEFAKTOREN UND DIE
DEDEKINDSCHEN SUMMEN
von ARMIN LEUTBECHER
(Received 15 November, 1968)
Einleitung. Bei der Betrachtung automorpher Formen zu diskreten Untergruppen
I' von SL,(R) mit nicht ganzzahligem Gewicht bzgl. des Automorphiefaktors J(A4,z) =
(cz+d)"%, A= (z Z), hat man einen Zweig L(A4, z) des Logarithmus von J(4, z) zu fixieren.

Durch
2rniW(A, B) = L(AB,z)— L(A, Bz)— L(B, 2)

wird dann ein 2-Kozyklus W von SL,(R) mit Koeffizienten in Z definiert. Die verschiedenen
Zweige von logJ(A4,z) liefern gerade die simtlichen Kozyklen einer Kohomologieklasse.
Indes existieren Fixierungen von L(A4, z), fiir die W symmetrisch, d.h. stets W(4, B) = W(B, A),
ist. Das folgt aus einem allgemeinen Kriterium in Lemma 1. Die explizite Konstruktion von
L(A, z) mit symmetrischem W bringt Abschnitt 2. Anwendungen auf automorphe Formen
werden im dritten Abschnitt gegeben. Insbesondere ergibt sich eine einigermaBen handliche
Form fiir die “ Periode ™

w(n, A) = i { ~['Azﬁt)dt +3L(A, z)}, AeSLL(Z),
2ai{ ). n()

der Dedekindschen Funktion

©
"(Z) = e2m'z/24 l‘I (l __e21u‘m2)‘

m=1

Den wesentlichen Bestandteil in w(y, A) bilden bekanntlich die Dedekindschen Summen
s(d,c). Da W symmetrisch gewihlt wurde, wird w(n, A) eine Klassenfunktion auf SL,(Z).
Daraus folgen die meisten der bekannten Identititen fiir die Dedekindschen Summen.

Die Existenz einer Abbildung w: I’ = C mit der Eigenschaft
w(AB) = w(A)+w(B)+ W(A, B),

wie sie durch w(4) = 4w(n, A) gegeben wird—bedeutet nichts anderes als das Zerfallen einer
durch W definierten zentralen Gruppenerweiterung. DaB sie im Falle I' = SL,(Z) zerfillt, ist

10 )
eine Konsequenz elementarer Sitze der Kohomologietheorie. Weil I’ / {i(o 1>} freies

Produkt von zyklischen Gruppen endlicher Ordnung ist, ist die Abbildung w eindeutig
bestimmt. Man hat dadurch eine von der Dedekindschen Funktion unabhingige Definition
fiir w.
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Mit Hilfe der Dedekindschen Summen hat Wohlfahrt [10] eine Serie von Nichtkon-

gruenzuntergruppen in SL,(Z) gefunden. In unserer Terminologie gesprochen betrachtet er
fiir verschiedene Primzahlen p, g den durch

) =exp( 2 Joteary-ota),  p=(] 7),

b
auf der Gruppe I'y(p) der Matrizen A=(‘: d)eSLz(Z) mit ¢ =0 (modp) definierten

Charakter x und zeigt, daB der Kern von y eine Nichtkongruenzuntergruppe von SL,(Z) ist,
wenn ¢ kein Teiler von p?—1 ist. Dieses Resultat ergiinzen wir im letzten Abschnitt durch

no

die folgende Feststellung: Fiir natiirliche Zahlen n > 1 sei N = ( 0 1), I'y(n) die Gruppe der

(Z z> €SL,(Z) mit ¢ =0 (modn) und Q(4) = 6{w(NAN " )—w(4)}. Q,:To(n)—> Z ist

offenbar ein Homomorphismus, und es gilt: Q; '(mZ) ist dann und nur dann eine Kongru-
enzuntergruppe von SL,(Z), wenn m ein Teiler von 24 ist.

1. Es sei G eine Gruppe mit neutralem Element I und M eine (additiv geschriebene)
abelsche Gruppe, aufgefaBt als trivialer G-Modul. Z?(G, M) = Z? bezeichne die additive
Gruppe der Abbildungen w: G x G — M, welche der Identitit geniigen

(.Y w(A, BY+w(AB, C) = w(A4, BC)+w(B,C) fiir alle 4, B,CeG;
ferner sei B%(G, M) = B? die Untergruppe der we Z?2, fiir die mit einer passenden Abbildung
a:G - M gilt

w(4, B) = a(4)—a(AB)+a(B).

Die Faktorgruppe Z2/B? ist bekanntlich isomorph zur zweiten Kohomologiegruppe H*(G, M)
von G mit Koeffizienten in M. Aus (1.1) kommt fiir alle we Z? und alle 4, Be G

(@) w(d,1)=w(I,A)=w(I),
(1.2) (b) w(A4,A™Y) = w41, A),
(©) W(AB,B™'A™ )+ w(4,B)+w(B™',A™") = w(4, A" Y +w(B, B~ )+ w(l,I).

Wir betrachten die Untergruppe S von Z2 der ““ symmetrischen > w (d.h. w(4, B) = w(B, A)
fiir alle A, Be G), die von ihr erzeugte Untergruppe S = (S+ B%)/B? von H*(G, M) und zeigen.

LemMmA 1. Fiir weZ? ist W: =w+B? in § genau dann, wenn fiir alle vertauschbaren
A, BeG gilt w(A, B) = w(B, A).

Beweis. Die eine Richtung der Behauptung ist trivial. Ist nimlich wy€S und mit einer
Abbildung a:G—+ M w(4, B) = wy(4, B)+a(A)—a(AB)+a(B), so ist offenbar fiir je zwei
vertauschbare 4, Be G auch w(4, B) = w(B, A). Zum Beweis der anderen Richtung machen
wir eine Vorbemerkung. H*(G, M) ist bekanntlich isomorph zur Gruppe Opext (M, G, xo)
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der zentralen Gruppenerweiterungen von M mit G (vgl. MacLane [5, Chapter 1V]). Ein
Isomorphismus ldBt sich folgendermaBen beschreiben: Ist

EQoM-G-5Go1
a p

eine zentrale Gruppenerweiterung, also eine exakte Sequenz von Gruppenhomorphismen, fiir
welche g(M) im Zentrum von G liegt, so hat man zu jeder Abbildung v: G — G mit der Eigen-
schaft pov = Id; (wir nennen v dann ein Vertretersystem von G in G fiir E) durch

v(A)w(B)v(AB)~* = q(w(4, B)) (4, BeG),

ein we Z? definiert; und die verschiedenen Vertretersysteme v’ von G in G fiir £ liefern die
samtlichen w’' e w+ B2, Tst andererseits we Z2, so definiert

(a, A)(b,B): = (a+b+w(A,B),AB) fir a,beM und A,BeCG

eine Gruppenstruktur auf G: = M x G mit dem neutralen Element (—w(I,I),I). Das durch
q(a): = (a—w(I,D),I),p(a,A) = A gegebene Paar von Abbildungen ¢:M -G, p:G-G
definiert eine zentrale Gruppenerweiterung E:0 - M 2 G > G- 1, und w gehdrt zu dem
Vertretersystem v(4) = (0, 4). Dem Nullelement von H?(G, M) entspricht die Klasse der
zerfallenden Erweiterungen, das sind diejenigen, fiir die ein Homomorphismus v mit pev = 1dg
existiert.

Sei nun fiir ein we Z?2 E die so definierte Gruppenerweiterung und v das durch v(a) = (0, 4)
definierte Vertretersystem. Fiir den Kommutator zweier Elemente g = (a, 4), h = (b, B)e G
hat man

ghg—lh—l
= (WA, B)+w(A™ ", B~ )+ w(AB, A" "B~ )—w(4, A" )—w(B,B~)—2w(I,I),ABA~'B™!).

Daraus liest man mit (1.2) ab: Ist fiir vertauschbare A, B stets w(A4, B) = w(B, 4), so gilt fiir
g,heG ghg~'h~'eq(M)nur,wenn gh = hg ist. Anders ausgedriickt: Ist p(ghg~') = p(h),so
ist ghg~! = h. Die Einschriankung von p auf jede Klasse K von in H konjugierten Elementen
ist dann also injektiv. Daraus folgt leicht, daB ein Vertretersystem v, von G in G existiert, fiir
welches vy(G) aus vollen Klassen in G konjugierter Elemente besteht: Sei B die Gesamtheit
aller Teilmengen ¥ von G mit den beiden Eigenschaften

(1) Die Einschrinkung von p auf V ist injektiv.
(2) V besteht aus vollen Klassen konjugierter Elemente.

Nach dem Zornschen Lemma enthilt 8B ein bzgl. der Inklusion « maximales Element V.
Esist p(V,) = G. Sonst gibt es nimlich ein ke G mit p(h)e G—p(V,). Wegen (2) enthilt dann
V, kein Element der Klasse K zu 4 in G konjugierter Elemente, also ist p(K)np(Vy) = 0.
Daraus folgt KuV,eB im Widerspruch zur Maximalitdt von V. Also existiert ein Vertreter-
system v,: G = G, fiir das vo(G) = V¥, aus vollen Klassen konjugierter Elemente besteht. Sei
w, das v, vermoge

0o(A)vo(B)vo(AB)~" = q(wo(4, B))
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zugeordnete Element von Z2. Es ist w+ B? = wy+ B? und fiir alle 4, BeG gilt

vo(BA) =vo(A™ )oo(AB)o(4™ 1)1,
also q(wo(BA 47")) = vo(BA)wo(A™ e(B) ™"
T = 0o(ATue(AB)vo(B) ! = g(wo(4™', 4B)).
Aus (1.2) kommt deshalb

0= wo(BA, A~ )—wo(A™ ", AB) = wo(A, B)—wq(B, A).
Das beendet den Beweis von Lemma 1.
Wir schlieBen diesen Abschnitt mit zwei Bemerkungen.
(1.3) Ist weS, so ist w(4, B) = w(CAC ™', CBC™!) fiir alle 4, B,CeG.
(1.4) Ist fiir ein weZ* und gegebene 4,BeG  w(4, X) = w(X, A) und w(B, X) = w(X, B) fiir
alle XeG, so gilt auch w(AB, Y) = w(Y, AB) fiir alle YeG.
Beweis. Aus (1.1) kommt mit der Voraussetzung von (1.3)
w(C.AC™',CBC™") = w(C, ABC™ )+ w(AC~*,C.BC™')~w(AC~',C)
=w(4.BC™,C)+w(4,BC™)—w(BC~',C) = w(A4, B).
Entsprechend liefert die Voraussetzung von (1.4)
w(A.B,Y)—w(Y,A.B) = w(A,BY)+w(B, Y)—w(YA, B)—w(Y, A)
= w(BY, A)+w(B,Y)—w(B, Y A)—w(Y,A) = 0.

2. Sei fiir den Augenblick X ein einfach zusammenhédngendes Gebiet im C" und G eine
Gruppe mit neutralem Element 1, welche als Gruppe analytischer Automorphismen auf X
operiert, ferner J ein Automorphiefakter zu (G, X), d.h. J(4, z) ist fiir jedes 4 €G eine holo-
morphe Funktion auf X, und es gilt

J(AB,z) = J(A, B2)J(B,2), J(I,z)=1.
Dann ist J(4, z) nullstellenfrei. Fiir jeden Zweig L(A4, z) des Logarithmus von J(4, z) gilt
2.1) L(AB,z) = L(A, Bz)+ L(B, z)+2niW(A, B), A,BegG,

worin WeZ*(G, Z) ist. Die verschiedenen Zweige L’ des Logarithmus liefern offenbar die
simtlichen W’ der Klasse W+ B%(G, Z). Wir betrachten hier G = SL,(R) als Gruppe linear-
gebrochener Transformationen der oberen Halbebene X = § = {zeC;Imz >0} und die
beiden Automorphiefaktoren j(4,z): = cz+d, J(4,2): = (cz+d)~?. Bei Petersson [7] wird
ein Zweig /,(4, z) des Logarithmus von j(4, z) fixiert durch

2.2) —n<Iml(4,2) <

w, sei der gemdB (2.1) zu /, gehdrige 2-Kozyklus in Z%(G, Z). Fiir ihn gilt offenbar stets
| wy(4,B)| £ 1. Fiir vertauschbare A, Be SL,(R) ist

2mi(w,(A, B)—w,(B, A)) = 1,(4, 2)—1,(4, Bz)+1,(B, Az)—1,(B, 2).
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Die beiden Transformationen z — Az, z — Bz der Riemannsphire C besitzen einen gemein-
samen Fixpunkt z; in $ oder RdH. Istzye H, soergibtsich firz =z, w,(4, B) = w (B, A).
Ist zoe Rd 9, so lassen sich /,(4,z) und /,(B, z) stetig nach z, fortsetzen, und wieder folgt
w,(4,B) = w,(B,A). Lemma 1 ergibt also, daB w,+Z%(G, Z) einen symmetrischen 2-
01

11
Kozyklus enthilt. Allerdings folgt aus der Relation (UT)* = I fiir die Matrizen U = ( >,
0t 10 . . .
T= , [ = € SL,(R) leicht, daB jede Wahl von /(4, z) = log(cz+d), die auBer

-10 01
von z nur von der zweiten Zeile (¢, d) von A abhéingt, keinen symmetrischen Kozyklus liefert.
b . . .
Fiir 4 = (Z d) € SL,(R) mit der Spur tr 4 = a+d definieren wir drei Funktionen B, §, ¢

durch
1, falls trA <0 und ¢ < O ist,
B(A) =

5 1, falls tr 4 < 0 oder falls tr 4 = 0 und ¢ > 0 ist,
A) =
0 sonst.
sgnec, falls ¢ # 0,
8(A) =

—sgnd, falls ¢ = 0 ist.
Fiir sie gilt offenbar
(2.3) 2B(A) = 6(AX1 —&(4)),

und & ist eine Klassenfunktion auf SL,(R), d.h. konstant auf den Klassen konjugierter
Matrizen. Ein Zweig des Logarithmus von j(4, z) bzw. von J(4, z) wird festgelegt durch

(2.4) I(A,2): = 1,(A, 2)+27if(A),
LL(A4, 2): = — 2L,((—= 1)’N4,2).
Esist /,(4,z)—1,(— A, z) = nig(A), A€ SL,(R), also liefert (2.3)

2.5 L(A4,z) = =21,(A, 2)+2rié(A)e(A) = —2/(A4, z)+ 2mié(A).
Entsprechend gilt fiir die zu / und L nach (2.1) gehorigen 2-Kozyklen w und W
(a) w(4,B) = w,(4, B)+p(AB)—B(4)—A(B),

(2.6) (b) W(A, B) = —2w,(4, B)+6(AB)e(AB)— 3(A)e(A)~—o(B)e(B)
(c) W(A,B)= —2w(4, B)+(AB)—d(4)—4(B).
Wir zeigen jetzt '
LEMMA 2. Fiir alle A,, A, SL,(R) ist W(4 ,4,)e{—-1,0,1}.
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a b,

Beweis. Sei Ag= A, A,, A, = (
¢ dy

AeSL,(R),ze H:

), k=0,1,2. Aus der Definition (2.4) hat man fiir

L(4,z) = L(—A4,2), ]ImL(A,z)| <2

und, falls Aoo =0, sogar ImI(4,z)=0. Deshalb ist stets |W(d4,,4,)|<2, und
| W(Al,Az)| £ 1, falls 4,00 = oo fiir ein k ist. Wegen (2.6) (b) geniigt also zu zeigen: Ist
3(A4,)=086A4;)=0, coc,c; #0 und wi(A4,,4,) #0, so ist tr(4, 4;) <0. Nun bedeutet hier
wy(A4,,A;) # 0 wegen (2.2), daB ¢y ¢; <0 und ¢, ¢, > 0ist. Dann haben wir

Co_Ca,4+d, <0 und a,+1d, =(a,+d)+2(ay+dy)—2 > 0.

€2 € 5] C2 C2

Daraus folgt

¢, fc c ‘¢, ¢
trA0=a1a2+blcz+c,b2+d1d2=—2(—1a2+d1>(a1+—1d2>—(—]+—2)<0.
Ci\C2 C2 €2 ¢

Lemma 2 zusammen mit (2.6) (c) ergibt fiir alle 4,,4,: —3 < 2w(A4,,4,) £2; wegen
w(A4,, A,) € Z haben wir also

KOROLLAR 1. Fiir alle Ay, A; € SL,(R) ist w(4,,4,)e {-1,0,1}.
KOROLLAR 2. W(A, B) =0 gilt genau dann, wenn 8(A)+ 6(B)= (A B)(mod 2) ist.
Als niichstes beweisen wir
[(a) W(A,A™Y) =0, falls tr A # 0.
Q.7 1(b) w(A4,A") = 0 oder ~1, jenachdem tr 4 2 0 oder tr 4 < 0 ist.
(c) W(A,B)y=—1,fallstrd=trB=0.

Aussage (a) ist eine unmittelbare Folgerung aus Korollar 2. Mit (2.6) (c) ergibt sich aus ihr
die Aussage (b) fiir den Fall tr4 # 0. Im Fall tr4 =0 ist w(4,4™ ") = w(4,4"') =0 und
H(AA™YY)—6(4)—=6(4" 1) = —1, und (2.6) (c) zeigt W(4,A™") = —1. Bleibt also Aussage (c)
fiir den Fall B # A~!. Dannist nach (1.2)(c) zusammen mit dem Bewiesenen

W(A,B)+ W(B™*,A™") = —=W(AB,B™'A™ )+ W(4, A" )+ W(B,B~ ") = -2,
weil tr (4B) # 0 ist. Die Behauptung folgt damit aus Lemma 2.
LemMMA 3. Fiir alle A,Be SL,(R) ist W(A, B) = W(B, A) und w(A, B) = w(B, A).
Beweis. Aus (2.6) (c) kommt W(A4, B)— W(B, A) = —2(w(A4, B)—w(B, A)). Die Matrizen
T= 0 1) U= (l r), re R, bilden ein Erzeugendensystem von SL,(R) als Halbgruppe.

-10)° 01
Wegen (1.4) geniigt deshalb, fiir alle A€ SL,(R) zu zeigen
(1) | W4, Un-w(U", 4)] <2,
) | W4, T - W(T, A)| < 2.
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Aus der Definition von W hat man nun, da L(U",z) = 0 ist,
2ri(W(A, UD)—W(U", A)) = L(AU", U™ "2)— L(U’A4, 2).
Weil stets | Im L(X, z) | < 2r ist, folgt Aussage (1). Wegen
W(A, T)— W(T, A) = W(TA, T)— W(T,AT)

ist nach (2.7) (c) die Aussage (2) jedenfalls richtig, wenn tr 4 = 0 oder tr(AT) = 0 ist. Nun ist
tr(AT) = tr(T~'A™"), und (1.2), (2.7) liefern

W(T, A)— W(A, T) = W(T~, A~ Y- W(4~', T™Y).
Im Falle tr 4 # 0, tr (AT) # 0 ist ferner
8(A)+6(T)= 8(AT) (mod 2) oder (T~ N+6(4" )= 6(T"'47") (mod 2).

Also ist nach Lemma 2 und Korollar 2 die Aussage (2) auch in diesem Falle richtig.

Wir setzen fiir 4 = (a Z)ESLZ(R)
(4

. a =b\ (-1 0\ (=1 0
= = A .
4 (-—c d) ( 0 1) ( 01
(2.8) Fiir alle A€ SL,(R), z€ $ gilt

L(A‘, —2)—L(A,Z) = —2mi W(A9A_l) und I(A*’ —E)—-I(A,Z) = —27IiW(A,A-l).

Beweis. Im Falle tr4 >0 ist /(4,z) = [,(4,z) = 1,(4*, —Z). Also stimmt dann die
zweite Behauptung. Aus (2.5) kommt ferner '
L(4*, —Z)—L(A,z) = —=2((A*, —2)—1(A,2))+27ri(6(4)+5(A*)).

Da stets L(4,z) = L(— A4, z) und (— A)* = — A* ist, folgt mit (2.7) also die erste Behauptung.
Und aus ihr gewinnt man unter nochmaliger Anwendung von (2.7) auch die zweite
Behauptung fiir den Fall tr4 < 0.

Sei fiir xeRd$H = Ru{w} G, die Untergruppe der 4eSL,(R) mit Ax=x. Sind
A,BeG, so ist §(A4)+ 6(B) = 6(AB) (mod 2), also nach Korollar 2 zu Lemma 2 W(4, B) = 0.
Unter Beriicksichtigung von (1.3) hat man also

(2.9) Besitzen 4, Be SL,(R) einen gemeinsamen Fixpunkt auf Rd $, so ist #(4, B) = 0.
(2.10) Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl und

7 .
cos— sin—

n
T T
—sin—  cos-—
n n

n—1

Dann gilt )’ W(4", 4) = ~1.
k=1
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Beweis. Fiir n = 2 ist die Behauptung in (2.7) (c) bewiesen. Sei also n > 2, Es ist

nk . nk
cos — sin—
n n
Ak =
. nk nk
—sin— cos —
n n

und 6(4*) = 0fiir 1 £ k < 4n, 6(4*) = 1 fiir 4n < k £ n. Nach Korollar 2 zu Lemma 2 besitzt
die Summe also genau einen von 0 verschiedenen Summanden, ndmlich fiir k £ n < k+1.
Dann ist aber w,(4*, 4) = 0, also nach (2.6) (b) W(4*,4) = —8(4** ) = —1.

3. Sei I eine diskrete Untergruppe von SL,(R). Als automorphe Form zu I bezeichnen
wir jede in § meromorphe Funktion f # 0, welche einer Identitét

3.1 J(A2)J(4,2)° = (A)f(2),  Ael,

geniigt. Darin sind das Gewicht g und der Multiplikator y(4) von f komplexe Zahlen, und es
ist J(A4,2)° = exp(gL(A,z)). Wegen y(AB) = y(A)x(B)exp(2nigW(A, B)) ist x eine Klassen-
funktion auf I'. Die Funktion f = 0 sei automorphe Form zu jeder Gruppe I, zu jedem Ge-
wicht und zu jedem Multiplikator y. Den C-Modul aller automorphen Formen zu T, g, x
bezeichnenwir mit €(T, g, ). Durch f— f€, f¢(z): = f(Cz)J(C, z)° hat man fiir jedes Ce SL,(R)
einen Isomorphismus von 4(T, g, x) auf €(C ~'I'C, g, xc), wo x(C~'AC) = y(A) fiir alle Ae T’

ist. Die Abbildung f— f*, f*(z) = f(—2) liefert, wie man an (2.8) sieht, einen Isomorphismus
-1 0 -1 -
von 4(T, g,y) auf €(T'*, g, x*), wo I'* = ( )F( 0) und y*(4*) = x4~ ist.—

0 1 01

Die nullstellenfreien holomorphen automorphen Formen zu I bilden unter der Multiplikation
eine Gruppe &(I'). Fiir jedes fe&(T)nE (T, g, ) ist

: N AU '
3.2) | 2riw(f, 4): = J; 70 dt+gL(A, 2), AeT,

unabhingig von z. Offenbar ist x(4) = exp(2miw(f,4)). Es gelten fiir alle 4,BeT;
[ S1./2€8(); CeSL,(R) die Formeln

(@) w(c,A) =0, falls ce C—{0}
((b) of1f2, 4) = o(fy, A+ (S, 4)
(3.3) () o(f,4B) = w(f,A)+o(f,B)+gW(4,B)
(@) o(f,C7140) = o(f, 4)
() o(f* 4% = olf,4A7).

(a), (b) und (c) sind direkt an der Definition von @ abzulesen. Um (d) zu zeigen, setzen wir
B = C~'AC und erhalten
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"CBzfl(t)
JCz f(t)

(*Bz g1 C
= ",’:_((-C%) J(C,x)dx+gL(A, Cz) nach der Substitution ¢t = Cx

Bz ¢ £Cy/ BZJI C
= . (ﬁcigc) dx— gL %cx—)) dx+gL(A, Cz) nach Definition von f€
= 2niw(f€, B)+2ni g(W(C,C~*AC)— W(4,C)) nach Definition von w und W

= 2ni w(f€, C~*AC) wegen Lemma 3 und (1.3).

2niw(f,A) =

dt+gL(A,Cz)

Formel (¢) wird so eingesehen: Es ist (f*)'(z2) = —f'(—2). Sei 1(s),0<s< 1, eine
differenzierbare Kurve in § mit #(0) = —Z, #(1) = — Az = A*(—Z). Dann ist t*(s): = —(s)
die aus ¢ durch Spiegelung an der imaginiren Achse entstehende Kurve. Fiir sie gilt 1*(0) = z,

dr* dt
t*(1) = Az, — = —(—). Damit wird

ds ds
T S i (CO) L.
2niw(f ,A)—fo 7500 dsds+gL(A, z)
R AGON

= . 7o) & ds+gL(A,z)—2rigW(A, A~ ") nach (2.8)

= 2niw(f, A~ ') nach Definition von @ und (3.3) (c).

Das bekannteste Beispiel liefert die Dedekindsche Funktion # fiir den Fall I' = SL,(Z).
Dedekind [1] hat einen expliziten Ausdruck fiir w(y, A) berechnet, in dem als wesentlicher
Bestandteil die nach ihm benannten Summen auftreten. Uber sie existiert eine umfangreiche
Literatur (vgl. Rademacher [9], Dieter [3]). Das Hauptinteresse liegt dort auf der arith-

metischen Herleitung von Identititen fiir die Dedekindschen Summen. Die meisten von
ihnen sind Spezialfillle der Formeln (3.3). Man hat nur zu beachten, daB n = n* ist.

Fiir diskrete Untergruppen I" von SL,(R) sei
E0->CoT-»T-1
a P

die durch W definierte Gruppenerweiterung. Weil stets W(A, B) = W(— A4, B) = W(A4, —B)
ist, kann E auch als Gruppenerweiterung von C mit ': = T{—I)/{—1I) anstelle von I'" auf-
gefalt werden. Die Existenz einer Abbildung w: I' = C mit der Eigenschaft

3.4 w(AB) = o(A)+w(B)+ W(A,B), A,Berl,

bedeutet dasselbe wie die Existenz eines Hcmomorphismus v: T’ — [ mit pov = Idy, also das
Zerfallen von E (v wird dann durch v(4) = (w(4), 4) gegeben). Ist [ freies Produkt zyklischer
Gruppen, so ist HX[', D) = 0 fiir jede dividierbare abelsche Gruppe D, eine unmittelbare

D
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Konsequenz der Tatsache, daB H%(Z, D) = 0 ist fiir zyklische Gruppen Z (z.B. Huppert [4],
Satz 16.20, p. 118). Dann ist also immer die Existenz einer Abbildung w mit der Eigenschaft
(3.4) gesichert.—Sind w,, w,: I = C zwei solche Abbildungen, so ist ¢ = w, ~w, ein Homo-
morphismus von I in die additive Gruppe von C, in dessen Kern die Matrix —17 liegt. Ist
nun I freies Produkt von zyklischen Gruppen endlicher Ordnung, so ist ¢ notwendigerweise
trivial. Also existiert dann eine und nur eine Abbildung w mit der Eigenschaft (3.4).

(3.5) Ist [ freies Produkt von zyklischen Gruppen endlicher Ordnung und ist T =

-1 0 -1 0
r *=< 0 1)1‘ ( 0 1), so gilt fiir die Abbildung @ mit der Eigenschaft (3.4) die Identitit
w(A*)=w(A™"), Ael.

Beweis. Aus (2.8) und (1.2) (c) hat man fiir alle 4, Be SL,(R)

W(A®, BY) = 5 (L(A"B", =)~ (A%, ~ BD) - L(B*, -2))

= 5:;(L(AB, z)—L(A, Bz)—L(B,z))+ W(A,A~')— W(AB,B™'A™ ")+ W(B,B™")

=W(B 4™

Es geniigt also, die Behauptung fiir die Elemente 4 eines Erzeugendensystems % von I zu
zeigen. Nach der Voraussetzung iiber I* konnen die A€ in der Form

T 1
COS— sin -
n n
A=B B™!,  BeSL,(R), neN,
B 1 n
—Sin - COsS—
n n

gewdhit werden. Dann ist nach (3.4)
’ n—1
0 = w(4") = nw(A)+ ), W(4" A),
k=1t

also wegen (2.10) w(4) = 1/n. Da A* in SL,(R) konjugiert ist zu 4™, gilt w(4*) = w(4™!).
Nebenbei ergibt sich, daB w(I') in dem von den w(A4), A € &, erzeugten Z-Modul liegt.

Wir wenden das auf die rationale Modulgruppe I' = SL,(Z) an. [ ist dann freies Produkt
einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2 mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 3. Also ist
o(l) c3Z.

LeMMA 4. Fiir die Abbildung w:SL,(Z) - C mit w(AB) = w(A)+ w(B)+ W(A, B) gilt

(UM =ml6 (meZ)
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und fiir A =<‘: Z) falls ¢ # 0,

w(4) = “—Zc—d+sgn c(5(A) =) +o(c, ).

Darin hat o fiir teilerfremde c,de Z die Eigenschaften
o(c,d) = o(—c, —d) = —o(~c,d) = o(c,c+d);

c2+d*+1
6cd

0 1 11 - 01
T_<—I o)’ U‘(o 1)’ T '(-1 1)

ist nach dem Beweis von (3.5) @(T) = 4 und o(TU ~*) = }. Aus Korollar 2 zu Lemma 2 folgt
W(T,UT~!') =0, also

o(c,d)+a(d,c) = +sgnesgnd—
Jalls cd # 0 ist.

Beweis. Fiir

o(U)=o(TUT™ Yy = o(T)+w(UT™') = $ ~ 4.

Das liefert insbesondere w(U™) = m/f6. Fiir A = <‘;
nach (2.6) (b)

b
d) mit ¢ # 0 ist wegen w (U”,A)=0

W(U™, A) = sgn c(6(U™4)— 5(A)).

Nun ist {U™4; me Z} die Menge aller Matrizen aus SL,(Z) mit derselben zweiten Zeile wie
A. Also hingt

o(c, d): = a(A) —“—6*-;— sgn c(6(4)—4)

nur von der zweiten Zeile (¢, d) von 4 ab. Wegen w(A4) = w( — A4) gilt o(c,d) = o (—c, —d),
und w(UA) = o(A4U) liefert o(c,d) = o(c,c+d). Ist tr4 > 0, so gilt wegen (3.5) und (2.7) (a)

0 = w(A)+w(4A*) = o(c, d)+o(—c, d).

SchlieBlich braucht die letzte Aussage nur fiir ¢ > 0, d > 0 gezeigt zu werden. Man wihlt dazu

b
Aso,daBa+d>0und b—c > 0ist. Esgilt A =BT mit B= (d a)’ also wegen Korol-

lar 2 zu Lemma 2 w(A4) = w(B)+4; und das ergibt mit dem Vorangehenden

b—c a+d 1 1 c*+d*+1
a(c,d)+a(d,c)=—6—d——_6c_+i=§___.6a~__
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. . b
Wir greifen den Fall tr 4 = 2 heraus. Fiir 4 = (a d)’ B= (: ﬁ) € SL,(Z) setzt man
[4

-b o? af B
v(A) = (a—d) , D(B) = <2ay ad+ Py 2ﬁ6>
c 2 76 8?

und hat v(BAB™') = D(B)v(A). Es folgt daraus, daB der (positive) groBte gemeinsame Teiler
geT (a—d, b, c) eine Klassenfunktion auf SL,(Z) ist, und im Falle tr 4 = 2 auch sgn(b—c).
Aus w(U™) = m/6 fiir me Z gewinnt man deshalb

b
d

b
Dedekind [1] erhélt fir 4 = <Z d)eSLZ(Z) mit positivem ¢

(3.6) Fir alle A= (‘: )ESLZ(Z) mit trd =2 gilt w(4)=%sgn(b—c)ggT(a—d,b,c).

cz+d  {a+d
logn(A4z)—logn(z) = 4log - +m{—1~27—s(d,c)}.

Darin ist der Logarithmus durch — 7/2 < Imlogx < /2 in Rex > 0 normiert, s(d, ¢) ist die
sog. Dedekindsche Summe

d
sd, o)=Y B (ﬁ>31 (m_) und
m(mod c) ¢ c

x—[x]-4%  falls xeR-Z
B,(x) =
0, falls xeZ

bezeichnet die durch das erste Bernoulli-Polynom definierte periodische Funktion. s(d, c) hat
fiir teilerfremde c,de Z,c¢ >0, die beiden trivialen Eigenschaften s(d,c) = —s(—d,c) =
s(d+ ¢, ¢), und erfiillt das Reziprozitétsgesetz

1 +d*+1

s(d,c)+s(c,d) = —~+

it e (c>0, d>0).

s ist dadurch eindeutig bestimmt. Insbesondere haben wir
37 o(c,d) = —=2s(d,c), falls ¢>0,d>0.

Es ist bemerkenswert, daB diese Identitit ohne Benutzung der Dedekindschen Funktion
bewiesen werden kann, weil elementar-arithmetische Beweise fiir das Reziprozititsgesetz
existieren (s. z.B. Mordell [6]).

4. In diesem Abschnitt sei stets I' = SL,(Z), fiir natiirliche Zahlenn I'(n) die Hauptkon-
gruenzgruppe der Stufe n, d.i. die Untergruppe der A = I (modn) von T, ferner A(n) der von
U" erzeugte Normalteiler von I'. Wohlfahrt [10] hat mit Hilfe der Dedekindschen Summen
eine Serie von Nichtkongruenzuntergruppen von I' angegeben, die hier ndher untersucht
werden. Dazu ist der folgende Satz von zentraler Bedeutung.
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Satz 1. (Fricke-Wohlfahrt) Ist ¢t ein positiver Teiler der natiirlichen Zahl m, so gilt
T(m)A(t) = T().

Der Vollstindigkeit halber gebe ich noch einen Beweis, in Anlehnung an Wohlfahrt [11].
Es muB} gezeigt werden, daBl zu jedem AeI'(¢) ein Be A(¢) mit A = B (mod m) existiert. Ist
b
A =<‘: d) und ¢ % 0 (modm), so existieren x,ye Z mit cx+dy =1 und ggT (y,m/t) = 1.
Man wilhle dazu ein ge Z mit ygt = ¢ (mod m). Dann ist

*

1 —xygt 2gt
c=< xygt  x°g

E 3
i A(t d AC=
_ yzgt L+ xygl) in (1) un C (0

)(mod m).

*

b
Ist A= <(CI d) und ¢ = 0 (mod m), so gilt ad— 1 = 0 (mod m), also

10 a a—-1\/1 (b+1d-1 1 0 a b
1—d l) l1—a 2—a> 0 1 > <l—d 1) 1—-a d+b(d—1))

= A (mod m), und die drei Matrizen auf der linken Seite liegen in A(z). Das beweist den
Satz 1.

Fiir Untergruppen A von endlichem Index in I" wird nach Wohlfahrt [11] die Stufe von A
definiert als kleinste natiirliche Zahl ¢ mit A(f) = A. A heilit eine Kongruenzuntergruppe von
I', wenn fiir ein meN gilt I'(m) = A. Nach Satz 1 ist A Kongruenzuntergruppe genau dann,
wenn I'(¢) < A ist.

Mit der Abbildung w von Lemma 4 sei Q = 6w. Dann ist (') = Z. Fiir natiirliche

* *
Zahlen n > 1 sei I'y(n) die Untergruppe der 4 = <0 *> (modn)von I, N = (8 ?) und

Q(A): = QINAN~Y)—Q(A), AeTy(n).
Wegen (1.3) ist Q,: I'y(n) = Z ein Homomorphismus.

b
@.1) Ist A = (‘: d)ero(n) und ¢ > 0, d > 0, 5o gilt

d

- E([}HE)

Beweis. Wegen Lemma 4 gilt

Q,(4) = (“—+%-~(""1)+6a<’—j,d>—6a(c, d) = f;—‘](b+§)+6a(d, c)—6a<d, 5)

—1 12
Q,A4) = - <b —§(4d2 —6d+ 1)>+7L,(c, d)

mit
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Nach (3.7) wird unter Verwendung der Identitit
me\ 4! me

B B.l—}=0

Z ( ) mgl l<nd)

o(d,c)— a( ) 25(— )—?.s(c,d)
n

2971 fmec me\ 2°) [[em me

Tz ()

__(1_ NG 1)(62d n,?2

7 Lalc,d).

Daraus folgt die Behauptung.

(4.2) Sind c¢,deN koprim, ¢=0 (modn), d=1 (mod2), so gilt mit dem Legendre-
n

Symbol <£—i

(= 1)knled — <ﬁ>(_ 1)ctd= D= 1)/2n,
d

Zum Beweis wird ein SchluBl von Rademacher [8] verwendet. Es ist

o3 (EHE)E (] Lo

Durch Abzihlen der Gitterpunkte im Inneren der Dreiecke mit den Ecken (0,0), (d,0), (d,c)
bzw. (0,0), (d,0), (d,c/n) erhilt man fiir die linke Summe 4(d—1)(c/n)(n—1). Nach
Scherings Verallgemeinerung des GauBschen Lemmas gilt fiir teilerfremde ¢, de Z mit positivem

d =1 (mod 2) fiir
(d—-1)
5 ():
m=1

also ist die rechte Summe = 0 oder 1 (mod 2), jenachdem ( d)(%‘) (g) gleich 1 oder —1

ist.
b d
(4.3) Ist n =1 (mod 24), so gilt fiir alle 4 = (i d)ero(n) exp [2niQ,(A4)/24] = (;)

Zum Beweis darf wegen Q,(4) = Q(—4) = - Q,(4*) ¢ > 0und d > 0 vorausgesetzt werden.
Es ist

11
=n—-1= 4),
Q"(O 1) n 0  (mod24)

(06 (o) we ()-(59)
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Weil d oder ¢+ d ungerade ist, darf weiterhin angenommen werden, daB d ungerade ist. Dann
gilt wegen (4.1), (4.2) nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz

oZ520)-()-()

Aussage (4.3) wird fiir zu 6 prime Quadratzahlen » in der Theorie der komplexen Multipli-
kation zum Nachweis des Hauptidealsatzes der Klassenkorpertheorie bendtigt (vgl. Deuring

(21)-

Wir definieren die natiirlichen Zahlen y,, d, durch Q (I'(n)) = y,Z, Q(A(n))=46,Z. 6,
kann sofort explizit angegeben werden: Nach Definition wird A(n) erzeugt durch die Matrizen

1+xyn —x2n
A=
yn 1—-xyn
mit teilerfremden x, ye Z. Wegen (3.6) ist Q,(4) = n—1t2, t = ggT(n,y). Das liefert
4.9) 8, = ggT(n—12;t|n).
Im nichsten Satz wird y, berechnet und ein Uberblick iiber die sdmtlichen Kongruenzunter-

gruppen unter den Gruppen Q,” !(mZ), meN, gegeben.

SATZ 2. Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt

v, =ggT(n—1,24) und ﬂ Qn(F(mn)) = 247,

meN

Beweis. Es sei o, =4,03 =2 und a, =1 fiir Primzahlen p >3; ferner 5, =[]p".
14

Wegen Q,(A(mn)) = mé,Z ist die Stufe von Q; '(p*Z) gleich n, falls a < B,,, gleich p*~#en, falls
a2 B, ist. Ist Q; '(mZ)eine Kongruenzuntergruppe von I, so ist fiir jede Primzahlpotenz p%,
welche m teilt, auch Q, '(p*Z) eine Kongruenzuntergruppe. Nach (4.1) und (4.2) ist sicher
Q.(['(24n)) = 24Z. Es ist also neben der ersten Behauptung von Satz 2 zu zeigen, daB fiir
jede Primzahl p  Q, '(p**Z) eine Nichtkongruenzuntergruppe von I' ist. Wir beginnen mit

(1) TIst 8, # 0(mod p) und aeN, so existiert eine Matrix
AeT'(p°n)nA(n) mit Q(A) # 0 (mod p*»).

Daraus folgt mit Satz 1 insbesondere, daB fiir B, =0 Q, '(p*Z) eine Nichtkongruenzunter-
gruppe ist. Zum Beweis setzen wir A an in der Form

1 O0\/l—-xyn x*n l—xyn xn
A=\ , 2 =\ _,.3 2.2 2
yn 1 y‘n  l4+xyn xy’n  l4xyn+xy°n
mit teilerfremden x, ye Z, x = 0(mod p®). Dann ist 4 e I'(p®n) und wegen (3.6) gilt
Q,(4) =y (n—1)—n+t*, t=ggT(n,y)
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Ist p kein Teiler von n—1, so wihlen wir # = 1 und y? # 1 (mod p*?). Dann wird Q,(4) =
(n=1)(y*—=1) £ 0(mod p™). Ist n—1 = 0(mod p), so existiert wegen 3, # 0(mod p) ein Teiler
t von n, fiir den n—¢2, und damit Q,(4), prim zu p wird. Das beweist die Behauptung.
(2) Ist p = 2 oder 3 und n = 1(mod p),n # 1(mod p?), so existiert ein 4 € I'(p*~'n) A A(n)
mit Q,(4) # 0(mod p*).
(Insbesondere ist dann f, = 1 und Q; '(p**Z) eine Nichtkongruenzuntergruppe von I".)

Sei
B_1n2 1 0\ [1+n® n?
N0 t/\n 1)\ n 1)
Dann ist Q,(B) = (n—1)(n*+1); also Q,(B) # 0(mod 23), falls p = 2, Q,(B) # 0(mod 3?), falls

1 4
p =23 ist. Ferner gilt B= )(mod8) fiir n= —1(mod8), BE( i)(mod8) fiir

-1 1 3
n=3(mod8). Jedenfalls ist dann A: = B®eI'(8n) und Q,(4) = 6Q,(B) # 0(mod 2*). Ist

2
n = 1(mod3), soist B= ( i)(mod 3), also 4: = B*e T'(3n) und Q,(4) £ 0(mod 32).

1
Zum Beweis der restlichen Behauptungen berechnen wir zu natiirlichen Zahlen q,r,s, 1,

welche rt = 1 (mod ¢) und st = n—1 erfiillen, Q,(A4) fiir die Matrix

re—1 re—1
1 s( +1)—nr nr—s —— t 1
A= q q .
0 1 gn t -n -5

Man priift leicht nach, daB 4e I'((g— 1)n) ist. Wir zeigen

@ 0= o= {s(“ a1 )arbes(" ).

Fiir jedes XeSL,(R) ist X’ = TX~'T~! die zu X transponierte Matrix. Deshalb ist mit

C: =<i '_’;) wegen (3.4), (3.5)
Q,(C)=QCH-UC)=QC™H)-Q(C™ ") =0,
re—1
nr—s —0-
und fiir B: = q

qn t

~1{rt—1 12
gilt nach (4.1) Q,,(B)=n—;—{r - —q(4t2—6t+1)}+-t—L,,(qn,t). Wegen

e

t—1

wird Lign,t)= Y gsm?=}gst(t—1)2t—1),

m=1

und daraus ergibt sich die Behauptung.
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Sind nun g und n—1 teilerfremd, so wird Q,(4) = s(¢g>—1)/g(mod (n—1)). Wihit man
zu jedem Primteiler p von n—1 fiir ¢ die maximale p-Potenz in n—1 und ¢? # 1 (mod p**), so
hat man, daB y, ein Teiler von n—1 und 24 ist. Andererseits zeigen (4.1) und (4.2), daB} fiir
alle 4eT'(n) Q,(A4)=0(modggT(n—1,24)) ist. Damit ist y, = ggT(n—1,24) bewiesen.
Zusitzlich hat sich ergeben '

(4) Ist n = 1(mod p*), so existiert eine Matrix 4e I'(n) mit Q,(A4) # 0(mod p**). Fiir
P = 2,3 kann A4 in I'(pn) gewihlt werden.

Wegen (2) ist damit fiir §,= 0(mod p) gezeigt, daB Q,” '(p**Z) eine Nichtkongruenzuntergruppe
von I' ist, abgesehen vom Fall p =2, n=1mod4, n# 1mod16. Es fehlt also noch der
Nachweis von

(5) Ist n = 5(mod 8), so existiert ein A € ['(4n) mit Q,(4) # 0(mod 2*). Istn = 9(mod 16),
so existiert ein 4 € I'(2n) mit Q,(4) # 0(mod 2%).

Dazu wihle man in (3) 1 = 4 bzw. 8, rt = 16, g = 5 bzw. 3. Dann wird

0,(4) = (n—-l)(n—?l(§+l)—nr)+8nT_lz 8 (mod 16).
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