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Résumé Cet article est une contribution a la fois au calcul du nombre de fibrés de Hitchin sur une
courbe projective et a l’explicitation de la partie nilpotente de la formule des traces d’Arthur-Selberg
pour une fonction test trés simple. Le lien entre les deux questions a été établi dans [Chaudouard, Sur le
comptage des fibrés de Hitchin. A paraitre aux actes de la conférence en 'honneur de Gérard Laumon)].
On décompose cette partie nilpotente en une somme d’intégrales adéliques indexées par les orbites
nilpotentes. Pour les orbites de type « réguliéres par blocs », on explicite complétement ces intégrales en
termes de la fonction zéta de la courbe.

Abstract This paper is concerned with two problems. One is to count Hitchin bundles on a projective
curve and the other is to get an explicit formula for the nilpotent part of the Arthur—Selberg trace
formula for a simple test function. The fact that the two problems are indeed related has been noticed
in a previous paper cf. [Chaudouard, Sur le comptage des fibrés de Hitchin. A paraitre aux actes de la
conférence en I’honneur de Gérard Laumon]. We expand the nilpotent part of the Arthur—Selberg trace
formula in a sum of adelic integrals indexed by nilpotent orbits. For « regular by blocks » orbits, we get
an explicit formula for these integrals in terms of the zeta function of the curve.
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1. Introduction

1.1. Soit C une courbe projective, lisse, géométriquement connexe sur un corps k. Soit
D un diviseur sur C. Soient n € N* et e € Z. Par fibré de Hitchin de rang n et degré e,
on entend la donnée d’un couple (£, 6) ou

— & est un fibré vectoriel de degré e et rang n ;
~0:&— EQp, Oc(D) est un morphisme de Oc-module.

Lorsque le rang n est premier au degré e et que le diviseur D est canonique, 1’espace
de modules des fibrés de Hitchin stables est une variété algébrique quasi projective et
lisse sur k (cf. [13]). Un probléme fondamental est le calcul de ses nombres de Betti.
Hausel et Rodriguez-Villegas (cf. [9]) ont proposé une conjecture, plutét sophistiquée,
sur ce que devraient étre ces nombres de Betti. Précisons que ces auteurs ne travaillent
pas directement sur ’espace de modules en question, mais sur une certaine variété de
caractéres, qui est une variété algébrique affine complexe qui lui est difféomorphe lorsque
le corps de base k est le corps des nombres complexes. Ils ont su calculer le E-polynome
de la variété de caractéres qu’ils considérent ; sur la base de ce calcul, ils formulent une
expression conjecturale pour son polynéme de Hodge mixte et donc, ipso facto, pour
son polynome de Poincaré. Par ailleurs, Garcia-Prada, Heinloth et Schmitt (cf. [7]) ont
donné un algorithme pour calculer le motif de I’espace de modules des fibrés de Hitchin.
Cela leur a permis de vérifier la conjecture de Hausel et Rodriguez-Villegas en rang 4 et
petit genre. Leur approche exploite la décomposition de Byalinicki-Birula sous ’action
du groupe multiplicatif et la géométrie des espaces de chaines. Toutefois, il ne semble pas
évident d’obtenir en général la conjecture de Hausel et Rodriguez-Villegas a partir de leur
méthode. Notons que Mozgovoy, sur la base du travail de Hausel et Rodriguez-Villegas,
a donné une formule conjecturale pour le motif (cf. [12]).

Dans cet article, nous suivons une autre stratégie, expliquée dans [6], pour (tenter de)
démontrer les conjectures de Hausel et Rodriguez-Villegas.

1.2. Comptage de points. Supposons toujours que n est premier au degré e et que le
diviseur est canonique ou de degré strictement supérieur a 2gc — 2, ol g¢ est le genre de
la courbe C. Dans cette situation, Nitsure a construit ’espace de modules des fibrés de
Hitchin stables, qui est encore une variété quasi projective et lisse, ainsi qu'un morphisme
propre, dit de Hitchin, de cette variété vers un espace affine. Supposons de plus que le
corps de base k est un corps fini. Un argument d’homotopie qui utilise une action du
groupe multiplicatif montre que la cohomologie de cet espace de modules est pure. Dés
lors, il suffit de calculer le nombre de points de ’espace de modules sur les corps finis
pour obtenir ses nombres de Betti. Dans [6], on explique comment ce nombre de points
s’exprime & 'aide d’une intégrale nilpotente, réminiscente de la partie unipotente de
la formule des traces d’Arthur. Cette intégrale est une intégrale adélique de la forme

suivante
/ Kp(g)dg (1.2.1)
G(F)\G(A)®

ol F est le corps des fonctions de C, A 'anneau des adéles de F et G le groupe GL(n).
L’ensemble G(A)¢ est ’ensemble des éléments adéliques de G de degré —e. Le quotient
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G(F)\G(A)° est muni d’'une mesure invariante convenablement normalisée pour laquelle
le volume est fini. La fonction Kp est la valeur en T = 0 de la fonction suivante

. G N
Kpr(g) =) (=DIm@r) 3" 2p(Hp(5g) — T)K} (5g)
P SeP(F)\G(F)

ol P parcourt les sous-groupes paraboliques standards de G et

Kh@= > Ip(g~ (X +U)g)dU.
xeNMp TP

On a noté P = MpNp la décomposition de Levi standard de P ou Np est le radical
unipotent de P et Mp son facteur de Levi standard, NM? C mp(F) est 'ensemble des
éléments nilpotents F-rationnels de ’algébre de Lie mp de Mp et dU est une mesure de

Haar sur l'algébre de Lie np(A) de Np(A). La fonction 1p est une fonction caractéristique

liée au diviseur D. Pour le lecteur peu familier des travaux d’Arthur, les notations ag,

Tp et Hp se trouvent aux §§2.2, 2.3 et 3.3. Soit (NY) Pensemble fini des G (F)-orbites
nilpotentes dans 1’algébre de Lie g(F) de G(F). Pour tout O € (N9), on introduit la
fonction suivante de la variable g € G(A)

khow= Y | o XU AU,
XeNMp 16 (X)=0O np(A)

ol la somme porte sur les X € NM? dont I'induite de Lusztig-Spaltenstein selon P (cf. § 4)
est l'orbite O. On a évidemment

Kh@= Y Kjo®.
Oe(NG)
On pose aussi
. G N
Kpro(@ =Y (=D 3" £p(Hp(8g) — T)K} (88),
P seP(F)\G(F)

de sorte que l'on a
Kpr(®)= Y. Kpro.
Oe(N©)
Voici le premier résultat de notre article. Par quasi-polynéme, on entend polynome a
coefficients périodiques.

Théoréme 1.2.1 (cf. corollaire 6.2.2). Pour tout paramétre T, lintégrale

_/ Kpr.0o(g)dg
G(F)\G(A)¢

converge absolument. De plus, la dépendance en le parameétre T de lintégrale est quasi
polynomiale.

En particulier, on a le développement suivant

| Knr@dg= Y [ Kpro(@dg.
GINGA) oo, JouEnG oy
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Le mérite du théoréme précédent est de ramener le probléme du comptage des fibrés de
Hitchin au calcul orbite par orbite O de 'intégrale

/ Kpr0(g)dg
G(F)\G(A)

en T =0. On a une interprétation en termes de comptage de cette intégrale. C’est
I'objet du théoréme suivant. On y utilise les notions de cardinal d’un groupoide et de
T-semi-stabilité d’un fibré vectoriel pour lesquelles on renvoie simplement a [6].

Théoréme 1.2.2 (cf. théoréme 6.2.1). Pour T assez profond dans la chambre de Weyl
positive et assez loin des murs, la partie quasi-polynomiale en T du cardinal du groupoide
des fibrés de Hitchin (£, 0) de rang n et degré e, dont le fibré vectoriel sous-jacent &€ est
T -semi-stable et l’endomorphisme 0 est génériquement dans l'orbite O, est donnée par
l'intégrale

/ Kp 1,0(8)dg. (1.2.2)
G(P\G(A)®

Pour faire le lien avec le théoréme 6.2.1 du corps de 'article, le cardinal dudit groupoide
s’exprime a l’aide du dictionnaire adéles-fibrés de Weil par I'intégrale suivante :

/ FO(g.T) ) 1p(g~'Xg)dg (1.2.3)
G(F\G(A) X0

ou FY(g, T) est la fonction caractéristique du compact de G(F)\G(A)¢ formé des g tels
que le fibré correspondant est T-semi-stable (pour plus de détails sur ces aller-retours
entre adéles et fibrés, comptage et intégrales, on renvoie encore une fois le lecteur
a [6]). En particulier, I'intégrale ci-dessus est évidemment convergente. L’existence d'un
quasi-polynome en T asymptotique & (1.2.3) est ’analogue d’un résultat d’Arthur sur les
corps de nombres (cf. [3], théoréme 4.2).

Pour certaines orbites O, il est possible de donner la valeur de I'intégrale (1.2.2). C'est
lautre résultat majeur de cet article. Ces orbites sont de la forme suivante : on fixe un
diviseur d > 1 de n et soit r = n/d; ce sont les orbites des éléments nilpotents de g(F)
dont la décomposition de Jordan posséde d blocs de taille r. Parmi celles-14, on trouve
l’orbite nulle qui correspond & d = n et l'orbite réguliére qui correspond & d = 1. La
réponse obtenue s’exprime en termes du groupe G = SL(n,C) dont l'apparition n’est
pas surprenante : c’est le dual complexe de Langlands du groupe PGL(n) et ce dernier
intervient naturellement car la notion de stabilité est invariante par tensorisation par un
fibré en droites. Soit M C G’ le sous-groupe de Levi « standard » de G , qui stabilise
les r sous-espaces de C" de dimension d en somme directe engendrés par les d-uplets de
vecteurs « consécutifs » de la base canonique de C". Pour Pcd sous-groupe parabolique
standard de G’ de facteur de Levi M , on définit une fonction rationnelle sur le tore Z%[

(composante neutre du centre de M) par

o ) =[] zé ™).
w
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ou le produit est pris sur I'ensemble des poids fondamentaux P-dominants et o l'on
introduit la fraction rationnelle de la variable formelle X

Z¢ p(X) =X E D 207 X) Ze (TP X) - Ze (X,

ou Z¢ est la fonction zéta de la courbe C et g est le cardinal du corps de base k. On pose
aussi pour tout e € Z et tout t € Zl%[

I
Ve = 3 Y R w12,

T Z€Mn weS,

Ici, on identifie Z%I a (C*)" sur lequel agit naturellement le groupe de permutation &,
d’ordre r!. Le groupe u, des racines n-iémes de 1'unité s’identifie naturellement au centre
de G’. A priori, la fonction rationnelle lllg’%(t) a un pole en t = 1 sauf si d = n, auquel

) ~ d
cas P =G et We'o (1) = 1.
Théoréme 1.2.3 (cf. théoréme 7.1.1).

1. La fonction rationnelle lI/g”eD(z‘) n’a pas de pole ent = 1.

2. Soit O C g(F) lorbite nilpotente des éléments dont la décomposition de Jordan est
formée de d blocs de taille r. Lorsque e est premier a r, l'intégrale (1.2.2) ci-avant
associée 6 O et a T =0 est égale a

gD D 7 (TN Ze(q ) L ZelgTDHWER (D)
ot ZE(X) = (1 —gX)Zc(X).

Lorsque d = n, l'intégrale (1.2.2) est égale au volume de G(F)\G(A)¢, on a \Ilgzel)(l) =1
et la formule s

q" V2 NZe@)  Zel@™
n’est autre que la formule de Siegel pour ce volume.

1.3. Cet article résout donc partiellement le probléme du comptage des fibrés de Hitchin :
il manque encore le calcul des intégrales (1.2.2) pour les orbites restantes (c¢’est-a-dire
non réguliéres par blocs). Mentionnons que dans [6], un raffinement des conjectures de
Hausel-Rodriguez-Villégas et Mozgovoy est énoncé, qui donne conjecturalement la valeur
des intégrales (1.2.2) en T = 0. Dans [6], il est également vérifié que le théoréme 1.2.3 est
compatible en rang < 3 avec cette conjecture raffinée.

Comme on I’a compris, notre méthode consiste a expliciter l'intégrale arthurienne
(1.2.1) qui est essentiellement la partie nilpotente de la formule des traces pour la fonction
1p. De fait, les méthodes employées ici doivent certainement s’adapter & des fonctions
tests autres que les fonctions 1p et également au cas o F est un corps de nombres.
Signalons que dans les cas d’un corps de nombres et de l'orbite réguliére, une formule
du méme type que celle du théoréme 1.2.3 était connue indépendamment de E. Lapid
et T. Finis qui en a parlé lors d’un exposé a Orsay.

1.4. Organisation de l’article. Le cceur de ’article se trouve & la section 6 ol est prouvé
le théoréme 1.2.2. Une fois ce résultat en poche, on peut dans le cas d’une orbite réguliére
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par blocs « renormaliser » l'intégrale (1.2.2). C’est Pobjet de la section 7 dans laquelle
on trouve la démonstration du théoréme 1.2.3. L’intégrale apparait alors comme une
valeur spéciale d’une série que l'on a calculée auparavant dans la section 3. Cependant,
pour obtenir une expression raisonnablement simple pour cette valeur spéciale, il nous a
fallu développer a la section 2 une variante des résultats combinatoires qu’Arthur utilise
dans ses développements sur la formule des traces. Cette section est aussi d’un intérét
indépendant : nous ’avons donc rédigée dans le cadre d’un groupe réductif quelconque.
Les sections restantes 4 et 5 sont consacrées & quelques rappels utiles.

2. Combinatoire des (G, M)-cofamilles

2.1. Introduction. Dans cette section, on développe la notion de (G, M)-cofamille, trés
proche de celle de (G, M)-famille d’Arthur (cf. définitions 2.10.1 et 2.18.1). Les résultats
de cette section seront utilisés ensuite pour obtenir des formules explicites pour certaines
intégrales adéliques. Bien que notre article se focalise sur le groupe G L(n), les méthodes
employées doivent pouvoir s’adapter a d’autres groupes réductifs. A des fins de référence
future, nous avons rédigé cette section dans le cadre général d’un groupe réductif sur
un corps quelconque. Les principaux résultats de cette section sont formulés dans les
théorémes 2.12.1 et 2.19.1.

Les notations sont, & quelques variantes prés, celles qui se sont imposées depuis les
travaux d’Arthur sur la formule des traces (cf. [1, 2] ou encore [5]). Nous les rappelons
briévement dans les prochains paragraphes.

2.2. Notations. Soit G un groupe réductif sur un corps F quelconque. On fixe un sous-tore
déployé maximal de G dont on note T le centralisateur. Sauf indication contraire, par
« sous-groupe parabolique de G », on entend un sous-groupe parabolique de G au sens
usuel qui, de plus, est défini sur F et contient T. Un tel sous-groupe parabolique posséde
alors un unique facteur de Levi défini sur F et contenant 7. On appelle simplement
sous-groupes de Levi de tels sous-groupes de G. Pour un sous-groupe H de G, on note
LG(H), respectivement .FG(H), I’ensemble des sous-groupes de Levi, respectivement
sous-groupes paraboliques, de G qui contiennent H. Lorsque H est un sous-groupe de
Levi, on note PY(H) I'ensemble des sous-groupes paraboliques de G de facteur de Levi H.
Ces notations valent encore si I’on remplace G par un sous-groupe de Levi de G ou par
un sous-groupe parabolique Q de G (dans ce dernier cas, exposant Q signifie que I’'on
se limite a des sous-groupes inclus dans Q). Lorsque le contexte est clair, 'omission de
lexposant (resp. du groupe H) signifie que I'on considére une situation relative & G (resp.
que l'on prend H = T). Par exemple, ’ensemble des sous-groupes de Levi de G est noté
simplement £ au lieu de £ (T).

Pour tout P € F, on a la décomposition de Levi P = MpNp ou Mp est le facteur de
Levi de P qui contient T et Np est le radical unipotent de P. Soit Ap le tore central
déployé maximal de Mp et X*(Ap) le groupe des caractéres rationnels de ce tore. Ce
dernier est un réseau dans ’espace vectoriel réel

ahp = X*(Ap) @z R.
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Soit X*(Mp) le groupe des caractéres rationnels de Mp définis sur F. Le morphisme de
restriction X*(Mp) — X*(Ap) induit un isomorphisme X*(Mp) @z R — a;)R. Comme
cet espace ne dépend que de Mp, il sera aussi noté aLP,R. Pour tous sous-groupes
paraboliques P C Q, on a un morphisme de restriction X*(Ap) — X*(Ag) d’oit une
projection a;‘,’R — aZ,R' En utilisant l'inclusion Mp C Mgy et dualement la restriction
des groupes de caractéres correspondants, on a également une inclusion aZ!R — a;’R.

On note sans exposant * les espaces vectoriels réels duaux. L’orthogonal de ag r dans
0

L e 1eprs R Mg, * , o .
a* ., est noté indifferemment a7 ou a,,% . On a des décompositions en somme directe
PR PR Mp,R
x« _ O.x *
apr =dpR®dgRs
et de méme pour les espaces duaux. Finalement, on réserve la notation sans indice R
pour les C-espaces obtenus par extension des scalaires, par exemple

ap = a;R ®p C.

On a donc une décomposition en R-espaces aj, = a}",’R &) ia;]R ou i € C vérifie i2 = —1,
et on note N(A) et J(A) les parties réelle et imaginaire de A € aj,.

Le groupe de Weyl de (G, T) agit sur a;‘,’R et on fixe sur cet espace un produit euclidien
invariant par W. La décomposition ci-dessus est alors orthogonale. On met sur a}‘,’R la
mesure euclidienne.

Pour tout P € P(T) et tout Q € F(P), soit Ag, respectivement Ag’v, I’ensemble
des racines, respectivement des coracines, simples de T dans Np N M. Ces ensembles
* et ag. Soient AIQ, et Ag’v les bases duales,
respectivement bases de a[Q, et ag’*. Lorsque 'on omet ’exposant Q, cela sous-entend
que 'on prend Q = G.

On obtient des bases Ag et Aé de ag’* et ag par projection des ensembles Ap — Ag

forment des bases respectivement de ap”

et Ay — Ag’v. Comme la notation le suggére, ces bases ne dépendent pas du choix de
P € P2(T). Par dualité, on obtient des bases AQ et A\é de ag et ag’*. Plus généralement,
par le méme procédé, pour tout R € F(Q), on définit des ensembles Ag7 Ag, etc., le cas
R = G redonnant la construction précédente. On observera que 'on a par construction
AS = A[gf’%MR, ou dans le membre de droite, la construction est relative au groupe
réductif Mp.

Soit Z(Ag’v), respectivement Z(Ag), le sous-Z-module de ag, respectivement ag’*
engendré par Ag’v, respectivement Ag.

2.3. Fonctions 7 et 7. Pour tous sous-groupes paraboliques P C Q, soient tg et fE les

fonctions caractéristiques respectives des ensembles
{Hearg | (@ H) >0Va e A%}

et
{Hearg | (@, H) >0Vw € AY).

Soit ag’Jr C agR la chambre de Weyl ouverte définie par la condition tg = 1. Soit

,*)+ 0%

(ap Capy
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la chambre de Weyl ouverte définie par la condition (A, a") > 0 pour tout a € Ag’v.

On note ag,+ la chambre de Weyl fermée, donc définie par des inégalités larges.

Les fonctions 7 et T vérifient « les relations d’orthogonalité » suivantes ot H € ar
et ot l'on somme sur les sous-groupes paraboliques R tels que P C R C Q (cf. [5],
formules (8.10) et (8.11))

0 siPCQ

> iR R H) = { L urso (2.3.1)
{RIPCRCQ) o
et
(R A 0 siPC

{RIPCRCQ}

2.4. Projection. Pour tous sous-groupes paraboliques P C Q et tout A € a;, soit Ag
la projection de A sur (ag)* selon la décomposition a7 =a§’*@(ag)*®az. Cette
décomposition ne dépend que des facteurs de Levi de P et Q; il en est de méme pour
la projection. L’omission de l'exposant (resp. de l'indice) signifie que 1’on prend Q = G,
respectivement P € P(T).

2.5. Fractions rationnelles p et Op. Pour tous sous-groupes paraboliques P C Q C G,
on introduit les fractions rationnelles de la variable A € aj.

50 op
62\ =
P
HwVGA% (*, w—\/)
ou f)g est le covolume dans ag du réseau engendré par Ag et
o
v
09 (1) = i

HozeA%“" aV)

ol vg est le covolume dans ag du réseau engendré par A}Q,.

Remarque 2.5.1 Ces fonctions 0 ,9 (A) et 919 (1) sont en fait les inverses de celles introduites
et notées de la méme fagon par Arthur (cf. [2] p. 15). Par ailleurs, elles ne dépendent que
de kg. On a

A A M M
OF 0) = Opty, 7)ot 0800 = 0,5, (D). (2.5.1)

A Dinstar des fonctions 7 et 7, les fonctions 2 I? (A) et O g (A) vérifient le lemme suivant.

Lemme 2.5.2 (Arthur).

im(a®) A 0 st PC
{RIPCRC Q)
et
_ydim@®) gR 51 5Q 5y ] O 1P SO
Z (—DIm@RgR )62 (1) = {1 WP o0 (2.5.3)

{RIPCRCQ}
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Démonstration. La relation (2.5.2) se déduit de (2.3.1) par une transformation de Fourier
(cf. la formule (6.1) p. 33 de [2]). De méme, (2.5.3) se déduit de (2.3.2). O

2.6. Fonctions cg (¢, A). Soient Py un sous-groupe parabolique et ¢ une fonction sur a’;o.

Soit ¢* la fonction sur a*;)o définie par

" ) = o(WF).

Cette fonction ne dépend que de la projection A¥ de A sur aﬁo’*. Pour tous sous-groupes
paraboliques Py C P C Q C G, on pose

Spn= Y (DIDIERT ML M. (26.1)
{RIPCRCQ}

Remarque 2.6.1 Cette définition est formellement trés proche de la définition (6.3) p. 33
de [2]. Hormis un signe, la seule différence notable est que ’on considére la fonction ¢(A%)
et non ¢(Ag) comme chez Arthur. On prendra garde cependant que nos fonctions 6 sont
les inverses de celles d’Arthur. Lorsque 1'on prend la fonction 1 (constante égale a 1),
on a cg(l, A) =0 sauf si P = Q, auquel cas on a cg(l, 1) =1 (c’est une conséquence
immédiate du lemme 2.5.2).

Dans la suite, en s’inspirant de [2], section 6, on développe les propriétés de ces
fonctions.

Lemme 2.6.2 On a y
cRlp. ) = cy2np 92, 29),

Démonstration. Elle découle immeédiatement de (2.5.1). g

Lemme 2.6.3 Pour tous sous-groupes paraboliques P C P C Q C G, on a la formule
d’inversion suivante

g = > cBle. mAR ).
{RIPCRCQ}

Démonstration. En utilisant la formule (2.6.1), on obtient que le second membre vaut

3 (=)EmeOFS )5 MeF (10620

PCSCRCQ
. O\ A . 0 N
= Y (DI Y (—DIm@ROE 1) ().
PcCScoQ SCRCQ

Par (2.5.3), la somme intérieure vaut 0si S C Q et 1 si § = Q. On trouve donc
07 (092 ()

qui est bien le premier membre. O
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Théoréme 2.6.4 Pour tous sous-groupes paraboliques Py C P C Q C G et toute fonction ¢
holomorphe sur un voisinage de 0 dans a}i.o, la fonction cg (¢, 1) est également holomorphe
sur un voisinage de 0 dans a}‘,o.

La démonstration du théoréme 2.6.4, qui sera donnée au § 2.8, s’inspire de la preuve
du lemme 6.1 de [2]. Auparavant, nous aurons besoin des constructions auxiliaires du
paragraphe suivant.

2.7.  Quelques constructions auxiliaires. Dans ce paragraphe, on fixe Py € F(T) un
sous-groupe parabolique et ¢ une fonction holomorphe sur un voisinage de 0 dans a’;,o.

Soit P un sous-groupe parabolique contenant Py. Soit (@), AS la base de ag duale

de Ag. Pour tout A € a}, on a

r—aF— Z (A, @) )a € af.

aeAg

Pour tout sous-groupe parabolique Q de G contenant P, on pose

AeP = \P 4 Z (A, @,))a.

aeAg

Sixe (aTQ)*7 on a A9/P = 1. L’application A > 12/F est donc un projecteur de aj sur
(aTQ )* que l'on ne confondra pas avec le projecteur A — A2. On a cependant

APIP =3P,

Dualement, on définit un opérateur analogue sur les fonctions par

YT () = (P, (2.7.1)
On introduit également la fonction
~ A by i Q ~
@0 =68027) Y (—nImEaRIGRIP ), (2.7.2)
{RIPCRCQ}

Lemme 2.7.1 La fonction é2/F (¢, 1) est holomorphe sur un voisinage de 0 dans a}o.
Démonstration. Il s’agit de prouver que la somme alternée
{RIPCRCQ}
s’écrit comme le produit d’une fonction holomorphe sur un voisinage de 0 dans a*;)o par
[T Ge" @),
aeAg

Par la formule de Taylor, il faut et il suffit de montrer que cette somme alternée s’annule
pour les X tels qu'il existe o € Ag

(2P w)) =0, (2.7.3)

https://doi.org/10.1017/51474748014000292 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748014000292

Sur le comptage des fibrés de Hitchin nilpotents 101

oll (w&/)aeAg est la base duale de ag duale de Ag. On a
AP =P+ Y L wy)B
ﬂeAg

et la condition (2.7.3) implique
(h, ) =0. (2.7.4)

Soient « € A}Q) et A € ar tel que (AQ/P, w,/) = 0. Les sous-groupes paraboliques R tels
que P C R C Q vont par paires (R, R') caractérisées par AI;/ = AI; U{a}. On a
WRIP =3P+ 3 (o )B+ (1 o))

penk
Par conséquent, (2.7.4) implique que l'on a

SR/P _ 5R/P
et donc

¢FIT ) =" )
d’out annulation recherchée. O
Lemme 2.7.2 Pour tous sous-groupes paraboliques P C R C Q, on a
ORRIPYL (2P = 62(3.9/F).

Démonstration. Il résulte des définitions du §2.5 et de l'inclusion Ag cA P que pour
prouver ’égalité recherchée, il suffit de vérifier I’égalité

[] ¥ =Vy= ] @Y. =Y. (2.7.5)

wVEAﬁ wveﬁg—ﬁg
L’ensemble A}Q, — Ag se décrit encore comme {w, | o € AI;}. Comme on a

AQIP = )\P 4 Z (A, @) )

aeAg

et
WRIP =3P+ 3" (o) )e

aeAﬁ

on a
[ &¥F.=) = ] &)
wVeAR peAk
ce qui donne bien 1'égalité (2.7.5). O
Lemme 2.7.3 On a la formule d’inversion
ORGPy = Y BRGNP, n)
{RIPCRCOQ)

ot la somme est prise sur les sous-groupes paraboliques R.
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Démonstration. Le second membre s’écrit

s RN L Ap o~ O ~
ST (=)Im@OGSIPGHARARIPYGL K/P). (2.7.6)
{RIPCSCRCQ}

En utilisant le lemme 2.7.2, on obtient

. Ry . A ~
{RIPCSCRCQ}

:ég(XQ/P) Z 7' (n) Z (_l)dim(aSR)'

{RIPCSCOQ} {SISCRCQ}

Comme la somme alternée sur S est nulle sauf si § = Q, on obtient bien le second membre
recherché. O

2.8. Démonstration du théoréme 2.6.4. En raisonnant par récurrence sur la dimension
de G, on peut supposer que I’énoncé est vrai pour les sous-groupes de Levi propres de G.
En utilisant le lemme 2.6.2, on en déduit que la fonction CIQ)((,D, A) est holomorphe dans
un voisinage de 0 dans a}‘,o pour Q € G. Il reste donc & prouver que la fonction clc-,; (p, A)

est holomorphe au voisinage de 0. On a cg (¢, X) = (L) et 1a encore par récurrence, on
peut supposer que pour P C Q, la fonction cg (¢, 1) est holomorphe au voisinage de 0
pour toute fonction ¢ holomorphe au voisinage de 0.

Soit Q un sous-groupe parabolique contenant P. Soit x = A2. Comme on a 19/F = p,
on obtient

620092 = 62 (W) = 02 (127G 2P ().
Le lemme 2.7.3 implique que 'on a
02 002 = 02(9/")G2!P ()

Yo BR@YERIP (g, )
{RIPCRCQ}

Yo IRWER (9, 29).
{RIPCRCQ}

Si I'on insére cette derniére expression dans 1’égalité

: Gy A
.= > (=DIMDELG)eL )G ().
{QIPCOCG)
on obtient
. G/\ -
cS@,2) = 3 (—=DHMDEL MR/ (9, 22)0G (). (2.8.1)

{R,Q|PCRCQCG}

Le terme &P/P(p,29) =@¢P/P(12) = P (12) = ¢(A") ne dépend pas de Q. Par
conséquent, la contribution de R = P vaut

. G A -
Yo (=DIMA@L PP (9,220 () = p(AF)eG (1. 2) =0
{QIPCQCG}
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par le lemme 2.5.2. Pour tout R, on peut poser ¥g(1) = ¢R/P (¢, A). Par le lemme 2.7.1,
c’est une fonction holomorphe au voisinage de 0. On a alors ’égalité

.= Y cR@Wr 1)
{RIPCRCG)
qui est bien holomorphe au voisinage de 0 puisque par hypothése de récurrence, chaque
Cg(WR, ) Dest.
2.9. Sous-groupes paraboliques co-adjacents. Soit M € £ un sous-groupe de Levi.
Introduisons la définition suivante.

Définition 2.9.1 On dit que deux éléments P; et P, de P(M) sont coadjacents si I'on a
|Ap NAp| =|ApI—1=]Ap[—L

Remarque 2.9.2 Pour tout P € P(M) et tout o € Ap, on peut montrer qu’il existe une
unique racine 8 de Ap dans Np telle que ’ensemble

{=ptu(Ap—{a})

soit de la forme Ap/ pour P’ € P(M). En particulier, P et P’ sont coadjacents.

Par exemple, si P est un sous-groupe de Borel d’un groupe G déployé, on a P’ = w'w p
ot w est I’élément le plus long du groupe de Weyl de G et w’ est 1’élément le plus long
du groupe de Weyl du sous-groupe de Levi maximal L de G défini par A%m = Ap —{a}.
La racine B est la plus grande racine qui a pour coefficient 1 sur «. Pour G = GL(n), la

racine f est simplement la plus grande racine !.

Lemme 2.9.3 Soit Py et P, deux éléments distincts de P(M). Les conditions suivantes
sont équivalentes.
1. Les sous-groupes paraboliques Py et Py sont coadjacents.
2. 1l existe un unique sous-groupe de Levi maximal L € L(M) tel que
(a) ANL=P,NL
(b) P(L) ={LP, LPp}.
3. Il existe un unique copoids w" € A}/,l N (—AY,Z) tel que les ensembles respectifs des
restrictions des éléments de A;} —{@V} et A;z —{—@"} a Uhyperplan de ay défini
par @ coincident.

Démonstration. Montrons que 1 implique 2. Soient Qi et Q; les sous-groupes
paraboliques maximaux Q1 et Q7 qui contiennent respectivement P et P, et qui sont
déterminés par la condition

o 0]
AP]I = APl ﬂAPZ = AP;‘

Les groupes Qp et Q> ont le méme facteur de Levi standard que l'on note L. Ce
Levi L est maximal. Par le lemme 2.9.4 assertion 1 ci-dessous, les groupes Q; et
Q> sont distincts donc nécessairement opposés au sens o Q1N QO =L. On a par

INous remercions le rapporteur pour ces remarques.
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construction PfNL = PN L. Le lemme 2.9.4, assertion 2, montre que l'on a P =
(PINL)Ng,, dot Q1 = LNg, = LP; ; de méme pour P,. L’unicité de L résulte du fait
que l'on a
LP L L
Ap ' =ALnp, = ALnp, CApNAP

et pour des raisons de cardinalité, cette inclusion est une égalité.
Montrons que 2 implique 3. Soit Q; = LP; pour i = 1, 2. Les sous-groupes paraboliques
maximaux et distincts Q et Q2 ont méme facteur de Levi L : ils sont donc opposés. On

a doric ’égalité de singleton Ag, = —Ag, et dualement A\él = —Aéz. Soit @) € A}/,l tel
que Aél = {m'}.
Pouri =1,2,0na
Ab, ={@" e A} | (w.m¥) =0 Ve € A} (2.9.1)

de sorte que @, € A,vgl N (—A}z). L’hyperplan de ay défini par @’ est le sous-espace ak;.

La projection de Alvgi - Aé, sur af,,’* n’est autre que la base duale de la base A%. Comme

cette derniére ne dépend pas de i (¢’est simplement Alﬁ,ﬂ 1), la projection en question ne
dépend pas non plus de i. L’unicité sera démontrée un peu plus bas.
Enfin 3 implique 1. Soit

b ={laelp|{a,o’) =0}

C’est un sous-ensemble de Ap, de complémentaire un singleton. Cet ensemble de
racines est une base de I’hyperplan (A, @) = 0, duale des restrictions des éléments de
Ap, —{£w"}. Comme ces restrictions ne dépendent pas de i, il en est de méme de A’Pi.
L’assertion 1 s’en déduit.

Revenons a la question de I'unicité dans ’assertion 3. Supposons que l'on ait un autre
copoids ¥ # @ qui satisfait a la partie existence de ’assertion 3. Dans ce cas, on
peut lui associer comme ci-dessus un sous-ensemble A’}’,’_ C Ap, distinct de A’Pi et qui ne
dépend pas de i. On a donc Ap, = A’P’, U A’;,i ne dépend pas de i, d’ou Af,l = A\f/’z’ ce qui
n’est pas possible sous I’hypothése @V € A}l N (_AY&)' O

Dans la démonstration précédente, on a utilisé le lemme suivant dont on laisse la preuve
au lecteur.

Lemme 2.9.4 Soit L € L(M). Alors
1. les ensembles P2 (M), pour Q € P(L), sont deuzr & deux disjoints ;
2. pour tout Q € P(L), l'application
P— PNL

induit une bijection de PL(M) sur PL(M) d’inverse P’ +— P'Ng.

2.10. Les (G, M)-cofamilles. Arthur a introduit la notion de (G, M)-famille : ce sont des
familles de fonctions qui sont indexées par les sous-groupes paraboliques de méme facteur
de Levi M et qui vérifient certaines conditions de recollement pour des sous-groupes
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paraboliques adjacents (cf. [2] p. 36). Dans la suite de I’article, nous aurons besoin de la
notion suivante, qui s’inspire de la définition d’Arthur et qui est relative a la coadjacence.

Définition 2.10.1 Soit M un sous-groupe de Levi de G. Une (G, M)-cofamille sur un ouvert
Q de aj; est une famille (pp) pep(m) de fonctions holomorphes sur 2, qui est indexée par
les sous-groupes paraboliques P de Levi M et qui vérifie la condition de recollement
suivante :

pour tout couple (Py, P») € P(M)? formé d’éléments coadjacents, on a

P, (M) =9p (H’)

pour tout w € ai,,’* N, ot L € L(M) est le sous-groupe de Levi L € £%(M) maximal
déterminé par Py et Py (cf. assertion 2 du lemme 2.9.3).

Remarque 2.10.2 On peut reformuler la condition de recollement ainsi : pour tout couple
(Py, P,) € P(M)?* de sous-groupes coadjacents, la fonction @p, —@p, est divisible par
(A, w") dans I'anneau des fonctions holomorphes sur , ot w" est le copoids donné
par l'assertion 3 du lemme 2.9.3.

Lemme 2.10.3 Soit ¢ wune fonction holomorphe sur un ouvert Q de C. Pour tout
P € P(M), soit gp la fonction sur ay, définie par

or) = ] o(h, @),

aeAp

La famille (pp)pepmy est une (G, M)-cofamille sur l'ouvert des A € ay, tels que
(A, @))€ Q.

Démonstration. Soient P et P’ coadjacents. Soit @w" € AIVD N (—A\}/,,) qui satisfait
I’assertion 3 du lemme 2.9.3. Il s’agit de vérifier que les fonctions ¢p et gp/ coincident sur
I’hyperplan défini par @ . C’est évident pour les facteurs associés & +w ¥ qui valent tous
deux ¢(0). Les autres facteurs sont indexés par des coracines qui ont méme restriction a
I’hyperplan défini par @V et sont donc égaux deux & deux. O

Lemme 2.10.4 Soit (¢p)pepmy une (G, M)-cofamille. Soient L € LIM) et Q € P(L).
Pour tout P € PE(M) et i € (alf,l)*, on pose

020 = ppny (V).

La famille @ = ((p[Q,)PepL(M) est une (L, M)-cofamille. Elle ne dépend pas du choizx de
Q € P(L). On la note o~ dans la suite.

Démonstration. Soient P et P, deux éléments de PL(M) coadjacents. Pour i € {1, 2},
soit P; = P;Ng. On a I'égalité

A2 A _ 0
Ap —Af =05 A%,
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Comme Alg = Ap,, les sous-groupes paraboliques P; et P; sont co-adjacents. Soit S le

Levi maximal qu'’ils définissent. Alors § = SN L est le Levi maximal défini par Py et P,.

S,* S, %
Pour tout u € ay;” Cay;, on a

08 (1) = 05, (1) = 95, (W) = 9 (),

les égalités extrémes résultent des définitions alors que 1’égalité du milieu est la condition
de recollement pour la cofamille de départ. La famille € est donc une (L, M)-cofamille.

Montrons ensuite qu’elle ne dépend pas du choix de Q. Pour tout couple (Q, Q")
d’éléments de P(L), il existe une suite finie d’éléments Q1i, ..., Q, de P(L) tels que
01=0, 0>=0"et Q; et Q;4] sont adjacents (au sens usuel : les chambres aigués dans

ag associées & Q; et Q;y1 ont un mur en commun). Il suffit donc de traiter le cas o Q

et Q' sont adjacents. Dans ce cas, il existe R € F(L) tel que

1. L est un sous-groupe de Levi maximal de Mg ;

2. les sous-groupes S = MrNQ et 8= MrN Q" sont les deux éléments distincts
(et donc opposés) de PMr(L);

3. O =SNget Q =5 Ng.
Soit P € PL(M). Les sous-groupes Q et Q' déterminent les éléments PNg et PNo dans
PY(M). 11 s’agit de voir I'égalité, pour tout u € af,l’*,
PPNg () = @PN, (1) (2.10.1)

On a aussi Ng = NgNg et Nor = Ng'Ng et donc PNy = PNsNg et PNy = PNg Ng.
Les sous-groupes PNg et PNg sont deux éléments de PM&(M). Par conséquent, I’égalité
(2.10.1) est équivalente & 1’égalité suivante pour la (Mg, M)-cofamille ¥ et u € a[f,l’*

Phns (1) = PPy, (- (2.10.2)

Les ¢léments PNg et PNg sont en fait deux éléments coadjacents de PMR(M).
L’égalité (2.10.2) ne fait donc que traduire une condition de recollement pour la
(Mg, M)-cofamille ¢R. O

2.11. Fonctions associées & une (G, M)-cofamille. Arthur a donné une méthode pour
construire une fonction lisse a partir d’une (G, M)-famille et des fonctions 6p (cf. [2]
p. 37). Dualement, on a ’énoncé suivant pour une (G, M)-cofamille et les fonctions 6p.

Lemme 2.11.1 Soit (¢p) pep(m) une (G, M)-cofamille sur un ouwvert Q de ay,. La fonction
o)=Y O5Mep()
PP (M)
est holomorphe sur Q2.

Démonstration. On utilise de maniére répétée le lemme suivant, qui se démontre a ’aide
de la formule de Taylor.
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Lemme 2.11.2 Soient ® une fonction méromorphe sur un voisinage de zo € C" etly, ..., [,
des fonctions affines sur C" telles que les hyperplans affines H; définis par [; = 0 soient
deuz a deux distincts et la fonction

Uiz L(2)...[,(2)P(2)

se prolonge en une fonction holomorphe sur un voisinage de zg € C".
Supposons que, pour tout indice i tel que H; contient zq, la restriction de ¥ a H; est
nulle dans un voisinage de zo. Alors @ est holomorphe au voisinage de zg.

Soit IT un systéme de représentants du quotient de U pEP(M)A\I/) par la relation de
colinéarité. Introduisons les fonctions polynomiales sur aj,

Fuw = [] %o
wVell
et pour tout P € P(M) R R
Op() = Fru(d)-0p(2).
D’aprés le lemme 2.11.2, il suffit de voir que la fonction

Yy = FnMeu () = Y Op(er®),
PeP(M)

qui est clairement holomorphe sur 2, s’annule sur les hyperplans d’équation (A, @) =0
lorsque @ décrit T1. Soient @Y € 1 et h hyperplan associé. Soit P € P(M) tel que
oV € AIVD Soient Q le sous-groupe parabolique maximal Q de Levi L défini par P C Q
et h= aszi*~ A

Soit P’ € P(M). Le polynéme O p/(A) s’annule de maniére évidente sur b sauf si @ " est
proportionnel & un élément de AY,. Dans ce cas, on définit un sous-groupe parabolique
Q' contenant P’ par la condition

A ={aeAp|lam’)=0)

On a Q' € P(L). Comme P(L) est formé de la paire de sous-groupes paraboliques opposés
{0, 0}, Pensemble des P’ tels que @ est proportionnel & un élément de Ay,, se décrit &
'aide du lemme 2.9.4. C’est la réunion disjointe sur Py € PL(M) des paires {PoNg, PoNg'}
de sous-groupes paraboliques coadjacents. Soient Py € PL(M) et { Py, P,} la paire associée.
Pour prouver la nullité de ¥y sur b, il suffit de prouver celle de

A (Op, ()pp, (L) + O p,(Mgp, (V).

Par le lemme 2.9.3 assertion 3, on a pour A € QN

Op,(Wpp, (L) = —Op, (Wpp, (A).

Il suffit donc de prouver la nullité sur h N Q2 de

(3 ()") —¢p, ()\)

qui est précisément la condition de recollement des (G, M)-cofamilles. (|
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Soit (¢p)pepm) une (G, M)-cofamille. Pour tout P € P(M) et tout sous-groupe
parabolique Q contenant P, soit (pg la fonction sur af,l’* définie par
pF () = p(9),

ou, rappelons-le, A2 = AM2 est la projection de A sur aﬁ’*.

Lemme 2.11.3 Soit ¢ = (¢pp) pepm) une (G, M)-cofamille. Soient L € L(M) et Q € P(L).

La fonction de la variable A € aAG/I‘*

Y 02 es )
PEP(M)
ne dépend que du sous-groupe de Levi L. Elle est égale a

oh (5.

Remarque 2.11.4 Dans I’énoncé du lemme 2.11.3 ci-dessus, on note ¢* la (L, M)-cofamille
déduite de ¢ par la méthode du lemme 2.10.4 et gojf,[ la fonction qui s’en déduit par le
lemme 2.11.1.

Démonstration. Pour chaque terme de la somme considérée, on a

07 pp () = Gpn (I@paL ()
par le lemme 2.10.4. L’application P > P N L induit une bijection de P2 (M) sur PL(M).
Le lemme s’en déduit. O
2.12. Cofamilles et fonctions cp. L’énoncé suivant est un analogue du corollaire 6.4 de [2].

Théoréme 2.12.1 Soit (¢p) pepm) une (G, M)-cofamille. On a I’égalité suivante pour tout
A €ay,

om0 =Y cGlop, M)
PeP(M)

Démonstration. On explicite le membre de droite a 1'aide de (2.6.1), ce qui donne

> Y )I@EL0eE 985 ).

PeP(M) PCOQCG
Pour éviter toute ambiguité, précisons que (pg (1) est la fonction définie par
0F (1) =pp(?).
En intervertissant les deux sommes, on obtient

S EnIe@g ) S 9808 ().

QeFG (M) PeP2(M)
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. . . M
Par le lemme 2.11.3, on reconnait dans la somme intérieure la fonction goMQ (WMo,
L’expression précédente devient

dim(aS M LG
Yo =DI@eG e, toMe) = Y (DML ) Y a5 ().
QeFS (M) LeLG (M) QeP(L)
D’apreés [2]| pp. 36 et 39, preuve du corollaire 6.4, on a
0 siLCG
G _ -
> sgo={1 SLZ6
QeP(L)

Il s’ensuit que dans la somme précédente ne subsiste que le terme L = G qui donne bien

om(19). O

2.13. Point £. Soit € € ar r. Pour tous sous-groupes paraboliques P C Q, on définit un
point
(617 capp

de la maniére suivante. Soit ég le projeté de & sur aIQ, que l'on écrit dans la base Ag’v :

=Y (wo.Ef)a".
aVEAg’V

On pose alors
1= > oo &),

aVEAg’v
ou pour tout x € R, le symbole [x] désigne le plus petit entier i tel que i > x.

Lemme 2.13.1 Pour tous sous-groupes paraboliques P C R C Q, la projection de [S]g sur

a}? est égale a [f]g.

Démonstration. Pour tout X € ag, on a

X = Z (v, X)a”.

aVEAg’V
Soit pg la projection sur ag. Pour tout oV € Ag,v — AI;’V, on a wyv € Ag et
(o, X) = (@o, pRX)).

On a donc

p2(X)

Y (e X)pR@”)

aveAdY_aRY

= Z (v, X)aV.

o.v
aVeAy
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On en déduit

Yo (man. [E19) @)

Q.v R,v
aVeAp T —Ap

= > lme EDIPRE@)

R,v
P

= ) wav.E8)e”

o.v
aveAy

= [£12. 0

2619

aVeAgyfA

2.14. Fonctions 9 et ©%. Dans toute la suite, on fixe g, un entier > 1. Pour tous
sous-groupes paraboliques P C Q, on définit les fonctions méromorphes de la variable

A€ ay
1
Q.8 4y _ —(MIEIS)
Vg (M) =q P I] gy (2.14.1)
oneAg’v
et
. 1
01y _
dpoy =[] el (2.14.2)

On compléte ces définitions en posant 19;;’5 ) =1et 19}6 ) =1

Lemme 2.14.1 Soient P C Q des sous-groupes paraboliques. La série de Fourier de la

variable A € aj,
Yo g
HeZ(A%Y)
converge pour Eﬁ(kg) € (aP’*)+. Sur ce domaine de convergence, sa somme coincide avec

la fonction ﬂg’s(k).

Démonstration. Comme la famille A}Q,’V est duale de Ag, la série est égale au produit

\% - . L
sur Olv € A}Q)’ des séries geometrlques
Z q_”at (Avav>
Ny

ou ny € Z satisfait I'inégalité ny, > (wy, &), ou encore ny > [(wy, £)]. En particulier,
elle converge absolument pour R({A,a")) > 0 pour tout av € Ag’v, c’est-a-dire pour

e @2t
Ces séries géométriques ont pour somme, suivant a¥ € Ag’v,
q—[<wm$)](/\,av)
1 —g—a¥) -
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Le résultat s’en déduit étant donné que 'on a (wy, &) = (Dy, 519) et

Y —Lwa, )1 aY) = —(4, [£19). =

oV
aveAp

Lemme 2.14.2 Soient & € a},  en position générale, Q un sous-groupe parabolique et
MeL2 Ona

&, |0 siMC Mg
> gt ={) TR
PeP2(M)

Démonstration. Le cas Mg = M est évident. On suppose donc M C Mg. Quitte a
remplacer G par Mg, il suffit de traiter le cas Q = G. La démonstration repose sur
des lemmes combinatoires dus a Langlands et Arthur (cf. [4] p. 22). Soit A € aj; p en
position générale et pour tout P € P(M) soit

AB ={aeAp| (A aY) <0}

Soient (wy)aen, la base de aP * duale de AY et X la fonction caractéristique des
H € apy g tels que (my, H) > 0sia € A et (wy, H) <0sia € Ap — A%. D’aprés Arthur
(loc. cit.), la fonction de la variable H € af/l R

ouH)= Y (D™ IxhH)

PeP(M)
ne dépend pas de A et vérifie
_JO siH#0
oy(H) = { | S H=0 (2.14.3)

Soit Py € P(M) défini par la condition A € (a*;,o)+. Pour tout A € aj tel que R(Ap) €
—(aj;o)ﬁL et tout P € P(M), la série

(DI xpH -

HEeZ(AY)

converge absolument. Cette série, qui est un produit de séries géométriques, a pour somme

—[(wa,8)1(1,a") (—[{@e,E)1+D{r,aY)
Ny q q
I ey |
acAp aeAp—AS
—[{@a, )])»Ot)
q
=(— 1)\AP\ l_[ e = (- l)lAPlﬁé(k)
aEAp

Ni le cardinal |Ap| ni le réseau Z(AY) ne dépendent du choix de P € P(M). Il s’ensuit
que pour tout A € a} tel que R(Ap) € —(aPO)Jr on a

Y 050y =Dl 3 oy (H - 5)g R, (2.14.4)

PeP(M) HeZ(A}O)
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Puisque & est en position générale, on a & ¢ Z(AY,O). Par (2.14.3), le membre de droite
de (2.14.4) est nul, ce qu’il fallait démontrer. Par prolongement analytique, il est aussi
nul pour tout A € ay. O

2.15. Fonctions Fg(-, X, &). Pour tout sous-groupe parabolique P € F(T), on introduit,
en suivant Arthur (cf. [2] p. 13), la fonction de variables H et X € ap R

TeH.X.6)= Y. (—)dm@) R (g — x)2Q(H — ). (2.15.1)
ReFQ(P)

Cette fonction ne dépend que des projetés de H et X sur ag g Le lemme suivant précise
un lemme d’Arthur (cf. [2] lemme 2.1).

Lemme 2.15.1 [l existe une constante C > 0 (qui dépend de &) telle que pour tout H et
tout X dans ap R tels que

FE(H. X, £) #0

on a, pour tout o € Ag,

o H)[ < C [ 14 D (B, X))

G
BeAp

G

En particulier, la fonction Fg(~, X, &) est a support compact sur ag .

Démonstration. Il s’agit d’une variante de la preuve du lemme 2.1 de [2]. Pour tous
sous-groupes paraboliques Q C R contenant P, soit fg la fonction caractéristique de
I’ensemble

{Heappr | (@, H) >0Va e AR —AY).
On a f}f = r}f et pour tout sous-groupe parabolique S contenant R

~R=§S _ =§
‘L'Q'L'R = TQ.

On introduit alors, pour P C R, des sous-groupes paraboliques, la fonction

PEH.X) = Y (~)ImeR @ - x)EB )
QeFR(P)
= ]_[ (ta(H) — 14 (H — X))
a€A§

oll 7, est la fonction caractéristique des H € ap r tels que (o, H) > 0. Cette fonction ne
prend que les valeurs 0,1 ou —1. De plus, on a F§(H, X) # 0 seulement si on a, pour
tout a € AI;,

o, H)| < [{er, X)I.
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Par ailleurs, on a le calcul suivant :

3 (~DEmEDFR(H, X) T (H)

PCRCS

= Y (—nImED IR X)E B (H)TH(H)
PCQCRCS

= Y OO H - XOFEH)FH)
PCQCRCS

- )

— Z (_1)d1m((lQ)TIg(H _X)TQ(H)
PCQCRCS

= Y fa-xien Y npine
PcQcS QCRCS

= 15(H — X).

La derniére égalité vient du fait que la somme alternée dans la ligne précédente est nulle
sauf si Q = S. En utilisant ’expression précédente pour rls,(H — X), il vient

FSH.X.8) = Y (~DIE 51— x)2§ (H - §)
PCScG
= Y (DImEd yIm@O PR (1, X) T ()G (H —§)
PCRCSCG
= > DEERFRE x) Y S H - ¢).
PCRCG RcCScG

On va prouver que chaque terme indexé par R dans la somme ci-dessus vérifie la
conclusion du lemme.

Lorsque R = P, on a f‘}f(H, X) =1 et la contribution correspondante ne dépend pas
de X : elle vaut I'G(H, 0, £). La conclusion est alors claire car on sait (cf. [2], lemme 2.1)
que si H € a}G,’R et Fg(H, 0,&) # 0, alors H appartient & un compact qui ne dépend que

de &.
Pour un terme R C P, on raisonne par récurrence. Soit H tel que
TRH.X) > TRH)ES(H—§) #0. (2.15.2)
RCSCG

En particulier, on a l:‘f,f(H, X) # 0 et donc, pour tout o € Af,, on a |{a, H)| < [{o, X)|.

Il reste a majorer |{(o, H)| pour o € AP—AI;. Ecrivons H = Hg + HR suivant la

décomposition a}G) = ag +a§. On a donc, pour tout « € AI;,

(e, H®) = (e, H)| < (@, X). (2.15.3)

Soit
IHY = > (e HY7my € af

OlEAP—Af,
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N G . . G,*
ol (na)aeAP7A§ est la base de af duale de la base obtenue par projection sur az’" de

Ap— AI;. On a par conséquent, pour tout « € Ap — AR I’égalité
(. I(H®)) = (o, HY) (2.15.4)

et donc ’égalité
Ta(H) = tR(Hg +1(H®)).

En tenant compte de cette derniére égalité, on voit que la condition (2.15.2) devient
TEHR, X) - TE(Hg, —1(H®), &) #0.

Par I’hypothése de récurrence sur Fg, il existe C > 0 tel que tout H qui vérifie la condition
précédente satisfait pour tout @ € Ap — A}; I'inégalité

o HRI < C |1+ > B IHR))

R
ﬂEAp*AP

Pour conclure, on a, par (2.15.4), (B, I(HR))|
prés par 3, n |(y. HX)I, done par ¥,

= |(B, H®)| que 'on majore & une constante
AR l{y, X)|, cf. (2.15.3). (|
2.16. Les triplets duaux. La définition suivante nous sera utile dans la suite.

Définition 2.16.1 Soit M € L. Un triplet dual pour M est un triplet (N, b, b') formé d’une

partie finie 91 de lozg?f])Z(Ap), ou P est un élément quelconque de P(M), et d’entiers b et

b’ > 1 qui vérifient les deux conditions suivantes

1. pour tout P € P(M) et tout sous-groupe parabolique R contenant P, on a
Z(AY) c Z(AR Y @ Z(A ) C Z(A ): (2.16.1)

2. pour tout P € P(M), ’ensemble I est un systéme de représentants du quotient

27 7 )/ 2mb’
log(q) "

. . . . . R NV, NV,
Remarques 2.16.2 De tels trllpe)lsts existent. Les projections respectives sur ap de Ap — Ay

et AIVe sont les ensembles A" et {0}. Comme toutes les projections sont « définies sur
Q », lexistence de b et b’ dans (2.16.1) est alors claire. Enfin, la condition 2 ne pose pas
de probléme puisque le réseau Z(Ap) ne dépend que de M.

Tout triplet dual (N, b, b") vérifie la propriété suivante : pour tout P € P(M) et tout
H e b,Z(A ), on a

1
Loy g - { 1 si H e Z(AY)) (2.16.2)
sinon.
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2.17. Une variante de la construction du § 2.6. Soient M € L et (M, b, b’) un triplet dual
pour M. Soient P € P(M) et ¢ une fonction sur a}. Pour tout A € aj, on pose

@) = — Z Y EDIMEOFEG AR A )9 (O ) /D).
vem{MPCRCG}
(2.17.1)
La construction dépend réellement du triplet (M, b, b"), mais pour ne pas alourdir
davantage la notation, on omet la dépendance en b et b'.

Lemme 2.17.1 Soient X € Z(A Yet X =X— D werp w, .

1. La série de Fourier
> TEH. X &g
HEZ(AY)

—h@y)

est un polynéme de Laurent en les g pour o € Ap. En particulier, elle est

*
holomorphe sur ay,.

2. Cette série est égale a cg’;(go, 1) pour la fonction o(A) = q~*X) et pour tout triplet
(M, b, b") dual pour M.

Démonstration. L’assertion 1 est une conséquence immédiate de la compacité du support
de H € ag — Fg(H, X', &) (cf. lemme 2.15.1). L’assertion 2 est un calcul analogue a celui
du lemme 2.2 p. 15 de [2]. Pour la commodité du lecteur, nous donnons quelques détails.
Soit (M, b, b’) un triplet dual pour M. La fonction cg)’gq((p, A) est au moins méromorphe.
Pour montrer qu’elle coincide avec la série de Fourier de Fg(H , X', &) sur a}, il suffit donc
de le vérifier sur I'ouvert défini par R(A1%) € (ag’*)Jr. Sur ce domaine, on peut calculer la
série de Fourier terme a terme selon la définition (2.15.1). Il s’agit donc de calculer pour
RO e (ag‘*)+ et R € F(P) la série de Fourier de ’expression

(—1)Im@) R (g — x"\2G (H — ). (2.17.2)

Soit 9 un ensemble dual de Z(A}). Par I'inclusion (2.16.1) et I'égalité (2.16.2) de la
remarque 2.16.2, la série de Fourier de (2.17.2) s’écrit

. ) .
T X oD - x)E i - g,
= HeZ(AR Ve lza))

La série intérieure est alors un produit de séries géométriques qui convergent pour
VS a; et dont la somme se calcule aisément : on trouve ainsi

(@, X) (A4v, @) [, bEN (2 V)

_Z( l)dlm(ag) 1—[ q — 1—[ q

ve‘)’t aeAR aeAG I—q

x
—(42av)

En observant que 'on a
— v _ R
| | gl X)tvoy) = ((An)TX)

R
aeAp
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on obtient |
1 _\dim@$) 3R —{(+)R X) 9G.bE
5 Z;t( DI GE O+ v)g Op " (A +1)/b)
ve

ce qui conclut. O
Le théoréme suivant est une variante du théoréme 2.6.4.

Théoréme 2.17.2 Soit (Po)aca, une famille de fonctions méromorphes sur le disque ouvert
{zeCllzl <q"}
avec r > 0 et holomorphes en dehors de l'origine z = 0 et

00) = [] ulg= 7). (2.17.3)

aeAp

Soit P un sous-groupe paraboliqgue de G. La fonction cg’gl((p, A) ne dépend pas du choiz
du triplet dual pour Mp qui intervient dans sa définition. De plus, cette fonction est
holomorphe pour A tel que R((A, w,’)) > —r pour tout o € Ap.

Remarque 2.17.3 Pour une fonction ¢ comme dans le théoréme ci-dessus, on définit
G, G,
(9. 0) = cig (e, h) (2.17.4)

pour un triplet (M, b, ') dual pour Mp quelconque, puisque le membre de droite ne
dépend pas de ce choix.

Démonstration. Soient P un sous-groupe parabolique de G et (M, b, b’) un triplet dual
pour Mp. Pour tout & > 0, soit Q¢ le voisinage ouvert de ia} p défini par la condition
IR((A, @y )| < & pour tout & € Ap. La fonction ¢(A) est holomorphe sur Pouvert défini

par R((r, w,)) > —r. La fonction cg’gt((p, A) est donc méromorphe sur cet ouvert. De
plus, ses singularités éventuelles sont simples et portées par des hyperplans qui coupent
tout ia;’R. A P’aide du lemme 2.11.2, on voit que pour obtenir ’holomorphie de cg:g?(w, A),
il suffit de la prouver sur un ouvert 2, pour & > 0.

Introduisons le développement en série de Laurent de ¢q

0a(2) =) Ga(n)z"

nez

oll Pu(n) = 0 dés que n est assez négatif. On a donc aussi

e = Y X)g~*Y

XeZ(AY)

ot 'on pose pour toute famille (ko)oen, € ZAP

¢ <Z kawav) = l_[ Do (ke).

aEA aeAp
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Par conséquent, on a

cpR@ =Y 0 @M.

XEZ(A )

D’aprés le lemme 2.17.1, la fonction cg’;(q_“’x), ) ne dépend pas du choix du triplet
dual (M, b, D). Il en est donc de méme pour cg’fﬁ((p, A). En outre, cg’fﬁ(q_o"x), )) est

holomorphe sur a},. Pour prouver I’holomorphie de cg’fn((p, M) sur €2, il suffit de prouver
que cette série converge uniformément sur cet ouvert. Toujours par le lemme 2.17.1, on
a, avec les notations de ce lemme, pour tout X € Z(A )

cpm@ B0 0= Y TEH X £)g"*H
HEZ(AY)

A Taide du lemme 2.15.1, on voit qu'il existe des constantes ¢; > 0 et ¢z > 0 telles que
pour tout X et tout H tels que Fg(H, X', &) £ 0 et tout A € Q, on ait

*(K,H>| Ywenp IR @D H)|

lg <q
<

o T gerlarten,

aeAp

Le lemme 2.15.1 implique aussi qu’il existe un polynome en |A p| variables a coefficients
réels positifs tel que le nombre de H € Z(A ) qui vérifient T'p(H, X', &) # 0 est borné
par

Ax = p(({a, X)Daenp)-

Ainsi, on a la convergence uniforme recherchée si la série

Y 160 Axgalbrtie ]
XeZ(AY)

converge. Il suffit de traiter le cas d’'un polynéme p qui est un mondéme. On est alors
ramené & montrer que pour tout k € N, la série suivante converge

D lgamlinlf g2 Arhi,

nez

C’est le cas & condition que ecy|Ap| < r. [l

2.18. Les (G, M)-cofamilles périodiques. Introduisons la définition suivante qui est une
variante de la définition 2.10.1.

Définition 2.18.1 Soient M un sous-groupe de Levi de G et Q un voisinage ouvert de

zaM g invariant par le l()zg(zl)Z(Ap), ol P est un élément quelconque de P(M).

Une (G, M)-cofamille (gop) pePm) sur Q est dite périodique si chaque fonction gp est
invariante par le réseau Z(Ap).

10g(q)
Voici le pendant du lemme 2.11.1.
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Lemme 2.18.2 Soit (pp) pepm) une (G, M)-cofamille périodique sur Q. La fonction

ou() = Y DEMer()
PeP(M)

est périodique et holomorphe sur Q.

Démonstration. La périodicité est évidente. Quant & ’holomorphie au voisinage de u €
Q, elle résulte du lemme 2.11.1 appliqué a la (G, M)-cofamille au voisinage de A =0
définie par

Vv
I1 % op (it 10). (2.18.1)
aEAp

Vérifions qu’il s’agit bien d’une (G, M)-cofamille. Soient P; et P, deux éléments de P(M)
coadjacents et soit @V € A\Iﬁl N (—Alvgz) donné par 'assertion 3 du lemme 2.9.3. 1l s’agit
de voir que les expressions (2.18.1) pour P = P; et P = P, sont égales sur ’hyperplan
(A, Y)Y =0. Si (u, @) #0, les deux sont nulles sur cet hyperplan. Si {(u,w@w"”) =0,
on a ¢p, (A+pn) = ¢p,(A+ ) sur I'hyperplan (A, @) =0 puisque (¢p)pepm) st une
(G, M)-cofamille. Par le lemme 2.9.3, les produits des facteurs associés & un copoids
distinct de #z ¥ dans le crochet sont égaux sur cet hyperplan. Il reste & voir I’égalité des
facteurs associés a +w " : ceux-la sont tous deux égaux a (log(g)) L. O

2.19. Le principal théoréme pour les (G, M)-cofamilles périodiques. Le théoréme suivant
est I’analogue du théoréeme 2.12.1.

Théoréme 2.19.1 Soit (¢p) pepm) une (G, M)-cofamille périodique telle que chaque @p
satisfait les hypothéses du théoréme 2.17.2 (en particulier, pp est de la forme (2.17.3)).
Pour tout & en position générale, on a l’égalité suivante entre fonctions holomorphes au
voisinage de iay,

G,
o) = > cpfpp. ).
PeP(M)

Démonstration. Elle est similaire a la démonstration du théoréme 2.12.1. Pour mener la
preuve, on fixe un triplet (91, b, »’) dual pour M. D’aprés (2.17.4) et la définition (2.17.1),
le membre de droite s’écrit

1 im(aG) A
) oI 3 DEE@RHEG A )R+ )9 (4 v)/b).
PeP(M) veN {R|PCRCG}

Par interversion des sommes, on obtient

1

R )
C DD MCHELE RSV DR R Rer7 [0}
vE‘ﬁRe]—'G(M) PE'PR(M)

Par une variante du lemme 2.11.3, la derniére somme ne dépend que de Mg : on la note

MR (O v)MR).
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Avec cette observation et par une nouvelle interversion de sommes, I’expression précédente

devient .
: G
ﬁz 3 EDIEDGL () S 9GO+ v)/b).
veN LeLCG(M) ReP(L)

Le lemme 2.14.2 indique que pour & en position générale, la somme intérieure est nulle
sauf si L = G, auquel cas elle vaut 1. La ligne précédente se simplifie en

1
— > om(+v).
|m| veM

Comme ¢y est invariante par le réseau %Z(A p) qui contient DT, on trouve @yr(1)
comme désiré. O

3. Un calcul de séries

3.1. Adéles et mesures. Soit C une courbe projective, lisse, géométriquement connexe,
de corps des constantes un corps fini I, de cardinal ¢g. Soient g¢ son genre, F son corps
de fonctions, A I'anneau des adéles de F et O C A le sous-anneau de A ouvert, compact
et maximal pour ces propriétés. Soit D un diviseur sur C que 'on écrit

D = Z nelcl

ce|F|

comme somme formelle, & coefficients n, entiers et presque tous nuls, sur 'ensemble |F|
des places de F. Son degré est défini par

deg(D) = ) n,deg(c)
ce|F|

ou le degré de c est défini comme le degré sur F, du corps résiduel du complété F. de F
en c¢. Pour tout ¢ € |F|, soit @, une uniformisante du complété F.. Soit

wp = 1_[ w. " e A%,
celF|

On a un morphisme degré surjectif
deg: A > Z

normalisé par deg(O*) = 0 et deg(w,) = deg(c) pour tout ¢ € |F|. On a deg(F>*) = 0. On
utilise sur le groupe A* des idéles de F la valeur absolue |- | = ¢~ 9¢0),

Soient n > 1 un entier et G = GL(n) sur le corps fini F,. Soit g son algébre de Lie;
plus généralement, les algébres de Lie des groupes algébriques que ’on considére sont
notées par la lettre gothique correspondante. Dans cette section, on utilise librement les
notations de la section 2 pour le groupe G et son sous-tore maximal 7' formé des matrices
diagonales.

Soit 1p la fonction sur g(A) caractéristique de wpg(O). Le O-module @wpg(O) ne
dépend pas des choix des uniformisantes w,.
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La composition du déterminant avec le morphisme degré fournit un morphisme degré

surjectif
deg: G(A) — Z.
Pour tout e € Z, on note G(A)¢ la fibre de ce morphisme en e.

On fixe sur G(A) la mesure de Haar a gauche normalisée par vol(G(O)) = 1. La mesure
de Haar sur g(A) est normalisée par vol(g(F)\g(A)) = 1. Les mémes normalisations sont
utilisées pour les sous-groupes de G. Ces conventions de mesure donnent lieu au lemme
suivant dont la démonstration est laissée au lecteur.

Lemme 3.1.1 Soient N le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique de G et n l’algébre
de Lie. On a .
vol(N(F)\N(A)) = qdlm(N)(gc—l)

et
‘/ 1p(U) dU = gdmm(1—gc+deg(D).
n(A)

Pour s € C, soit ¢(s) la fonction zéta de la courbe C. C’est une fraction rationnelle en
q~* qui coincide sur l'ouvert R(s) > 1 avec la série convergente en g —*

/ |x|* dx,
AXNO

la mesure utilisée étant la mesure de Haar sur A* normalisée suivant nos conventions :
vol(O*) = 1.

3.2. Choix d’un élément nilpotent « régulier par blocs ». Soit (¢;)1<;<n la base canonique
de ]FZ. Soient d > 1 un entier qui divise n et r = n/d le quotient. Pour 1 < j < r, soit
V; le sous-espace de dimension d engendré par {e(j_1g+1,...,€jq}. On a donc une
décomposition en somme directe

FZ=V1®-~-EBVr.

Soit Py le stabilisateur du drapeau Vi C Vi® Vo C--- C Vi ®---® V,. Il s’agit d'un
sous-groupe parabolique de G dont le facteur de Levi Mo = Mp, (cf. §2.2) s’identifie &
GL(Vy) x ---x GL(V,). Soit

X = X% enp(F,)
I’endomorphisme nilpotent de IFZ défini par XG(ejd_H) =e(j-naripour2 < j<retlg
i <d,et X est nul sur V. L’orbite de X est dite « réguliére par blocs ». Lorsque d = n,
on obtient ’orbite nulle et lorsque d = 1, on obtient 'orbite réguliére au sens usuel. En
général, 'orbite obtenue est celle d’un élément nilpotent dont la décomposition de Jordan
possede d blocs de taille r. On a donc dans la base canonique de Fy

07 0 0 O
071 O

0
1
0
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Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant Py. Comme X€ € p@Fy), il se
décompose en XG = XP + Xp avec XP € mp(Fy) et Xp € np(Fy). Pour chaque bloc GL
de Mp, la matrice de Xp est de la forme (3.2.1). On a X =0 pour P = P,.

Soit Myr le centralisateur de X¥ dans Mp. Le centralisateur de X¢ dans G est le
sous-groupe de G L(n) formé des matrices du type suivant

Al Ay As A,
Al A
A A, (3.2.2)
A A
Ay

ol A; est une matrice carrée de taille d et de surcroit inversible si i = 1. Il y a une
description similaire pour Myr dans chaque bloc GL de M. On observera que l'on a
Gy C Py et MyrNp C Py. Le groupe Gx a pour radical unipotent NoNGyx et pour
facteur de Levi MyN Gy (ce dernier groupe est isomorphe & GL(d)).

3.3. Application Hj et réseaux de copoids. On continue avec les notations du paragraphe
précédent. Pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P de G, ’espace ap r, qui
est par définition HomR(a’;,yR, R), cf. §2.2, s’identifie aussi & Homz(X*(P), R), ou X*(P)
est le groupe des caractéres algébriques de P. Dans cet espace, on distingue le réseau

ap = Homy(X*(P), Z).
On a un morphisme surjectif, trivial sur Np(A)
Hp : P(A) — ap

donné pour tout p € P(A) et tout x € X*(P) par (x, Hp(p)) = —deg(x(p)). La
décomposition d’Twasawa G(A) = P(A)G(O) permet de prolonger Hp en une application

Hp : G(A) — ap

telle que pour tout p € P(A) et tout k € G(O), on ait Hp(pk) = Hp(p). On utilisera
aussi 'application

HF :G(A) — af g
obtenue par composition de Hp avec la projection de ap g sur ag  Selon la décomposition

G G
app=Adpp Dag,Rr-

Ces notations s’appliquent en particulier au sous-groupe parabolique Py du paragraphe
précédent. Par abus, on notera parfois Hy et HOG les applications Hp, et H,%. On notera
que si Py € P(Mp) est distinct de Py, alors les applications Hp, et H p, ne sont pas égales.
Elles ont cependant méme image, a savoir

Ay, = Hom(X™*(My), Z) = ap,.

En prenant comme base de X*(Mj) les caractéres donnés par le déterminant des blocs
GL de My, on identifie X*(Mp) & Z". De méme, on identifie X*(T) & Z". Dualement au
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morphisme de restriction X*(Mp) — X*(T), on a un morphisme ar — ay, surjectif qui,
par extension des scalaires & R, redonne la projection ar g — ap r (cf. §2.2). Comme au
§2.2, on identifie apg, r & un sous-espace de ar g et cette identification est concrétement
donnée par 'application suivante

1
(X1, o0, Xp) > g(xl,...,xl,xz,...,xz,...,x,,...,x,)

(chaque entrée est répétée d fois). La projection arr — am,r est la projection
orthogonale sur le sous-espace ap, g ot ar,r est identifié 4 R” muni du produit scalaire

canonique.
Pour 1 <i <r—1, soit o; € Ag = Ap, la racine obtenue par restriction de la racine
(t1, .. tn) — t,dth_l du tore T. On a alors

A(\)/ ={w/,..., v}
ou (O(j, ZZTl-v> = Si,j-

L’hyperplan agR de ar r est formé des points dont la somme des coordonnées est nulle.
La projection orthogonale sur “?,R du réseau ay, (vu comme sous-groupe de arr) est le
groupe %Z(Ag).

Soient e € Z et Mo(A)* = Mo(A)NG(A)°. Dans lidentification de ay, avec Z",
I’ensemble Hy(Mo(A)¢) s’identifie aux éléments de Z" dont la somme des coordonnées
vaut —e. L’ensemble HOG (My(A)®), c’est-a-dire la projection de Hy(My(A)¢) sur agR,

s’identifie au sous-ensemble de éZ(A(\)/ ) formé des éléments
=
=7 Z njw;
j=1
qui vérifient

Zjnj =-—e modr.

Soit Wy le groupe de Weyl de My. Il s’agit du quotient du normalisateur de My dans
le groupe de Weyl de (G, T) par le groupe de Weyl de (Mg, T). Ce groupe s’identifie au
groupe des permutations de ’ensemble {1,...,r}. Il agit sur My et donc sur l'espace
a}‘[,,o via l'action sur IFZ qui permute les sous-espaces V;. De méme, ce groupe agit

simplement transitivement sur P(My). Soit (w7y, ..., @,—1) la base de af,,’OR duale de Ag .
On observe que pour tout w € Wy et tout i € {1,...,r —1}, on a w-w; —w; € dZ(Ag)
et, en particulier, pour I’élément y défini en (3.3.2) ci-dessous
2mi
w-y —y € ——7Z(Ay). (3.3.1)
logg
Lemme 3.3.1 Soit
-1
2mi i
= 1. 3.3.2
rloqu% dlogq @ ( )
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Pour tout H € éZ(A\;,O), on a

1S kd 1 si He HS (My(A)°)
_ i, J —kd(y,H) _ 0 0
. kE,O exp(—2mike/r)q = {O cinon. (3.3.3)

3.4. Fonctions zéta Z; p et Zd,D. Pour tout s € C, on pose

Zop)= [ peodeorax =Y [ 1pdxg
GL(d,A) <7 GL(d,A)¢

et
Za.p(s) = 9D (1 — g=5)gE V(s 4 12 (s+2) ... (s +d).

La premiére expression est une série de Laurent en ¢=*

fraction rationnelle en ¢—°.

alors que la seconde est une

Lemme 3.4.1

1. La série qui définit Zq p(s +d) converge absolument pour R(s) > 0. Sur ce domaine,
c’est une fraction rationnelle en g—° qui vaut

d*(deg(D)+1-gc) _

gy Z4,p(5).

Zap(s+d) = 1

N

2. La fraction rationnelle Zd,D(s) en q—° est holomorphe pour N(s) > —1.

3. On a
Z4.p(0) = vol(GL(d, F)\GL(d, A)°).

Démonstration. Par un changement de variables suivi de la décomposition d’Iwasawa,
on obtient

Za,p(s +d) = gD f Laia,0)(X)ldet(X) " d X
GL(d,A)
= qCTD D) (5 4 1)p(s+2)...L(s + ).
Les assertions 1 et 2 se déduisent alors des propriétés classiques de la fonction ¢.

L’assertion 3 mn’est autre que la formule classique pour le volume de
GL(d, F)\GL(d, A)°. O

3.5. Fonctions K 5 x+ On poursuit avec les mémes notations qu’avant. Soit P € F(FPp).
Pour tout g € G(A), soit

Kpx(®) =/ “ 1p(g ' (X" +U)g) dU. (3.5.1)
np

Lemme 3.5.1 La fonction KS,X est invariante & gauche par Myr(F)Np(A) et a droite
par G(O). De plus, pour tout m € M(A), on a

Kgx(m) — q(l—gc+d€g(D))dim(N)q(ZpP,HP(M))lD(m—lXPm)'
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Démonstration. Pour alléger les notations, on omet I'indice P dans Mp et Np. Pour
g = nmk, selon la décomposition d’Iwasawa G(A) = N(A)M(A)G(O), on a

Kp x(2) =f “ 1pm = (XP +U)ym)dU
np
1pm~ ' XPm) 1p(m~'Um)dU
np(A)

= 1D(m—1XPm)q<2/’P>HP<m>>f 1p(U)dU
np(A)

— q(l—gc-i-deg(D)) dim(N)q<2pP,HP(m)) ID(m_lxpm).

Le lemme en résulte. O

3.6. Intégrales IAgX(H). Soient H € Hy(My(A)) et P € F(Py). Soit G(A)? T’ensemble
des g € G(A) tels que Hp,(g) = H et

If y(H) = / K} x(g)dg. (3.6.1)
Np(F)Myp (F\G(A)

Lemme 3.6.1 Pour tout H € Hy(My(A)), l’intégrale IAg,X(H) est convergente et égale a

vol(GL(d, F)\GL(d, A)?)|ArI+14dee(D) dim(No)

< T [qdz(gc—l—deg(m) /

o 1D(Xa>|det<xa)|ddxa} :
weal GL(d,A)

De plus, 'intégrale IAL‘;’X(H) ne dépend que de la projection de H sur ago.

Démonstration. Pour alléger les notations, on omet l'indice P dans Mp et Np.
Soit M(A)YY = M(A)NGA)?. On utilise la décomposition d’Iwasawa G(A)H =
NAYMAYIG(©O) pour dévisser lintégrale. Cela fait apparaitre au niveau des
mesures la puissance q_<2p” Hp(m)  En tenant compte des volumes vol(G(0)) =1 et
VOl(Np (F)\Np(A)) = g@c=DdmNe) ainsi que du (3.5.1), on obtient

igX(H) — qdim(N)deg(D)/ lD(m_lXPm) dm.
My p (F\M(&)H
On a Myp CMNPy et si P'on pose M =MoyNMypr et N| = Mxpr N Np,, on a une
décomposition de Levi Myr = N1M;. On peut donc encore appliquer la décomposition
d’Iwasawa pour descendre l'intégrale ci-dessus au sous-groupe parabolique M N Py de M.
Onpose N' =Mn Np, et Mo(A)YH = Mo(A)NG(A)H. On note 2,06D la somme des racines
du tore diagonal dans ng . On obtient

~ . _ P
ILF)”X(H) — qdlm(N)deg(D) XC] (2,00,1'1>

x/ / 1pm ™ 'n ' XPn""m) dn dm. (3.6.2)
M(F)\Mo(&)# JN{(F)\NF (&)
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Calculons l'intégrale intérieure. Pour cela, on note (ng )’ Talgébre dérivée de ng et
2(,05) )’ la somme des racines du tore diagonal dans (néD ). Par le lemme 3.6.2 ci-dessous,
on obtient

/ ID(m_ln_lXPn_lm)dn
Ni(F)\NE (&)

:q(gc—ndim(zv{)/ 1pm~ "X +U)ym)dU

&y @)

:q(gcq)dim(Ng’)qQ(pg’)/,Ho(m»1D(m*1XPm) 1p(U)dU
(GEOYEN

— qec—Ddim(N) f dim((ng)) (1—gc+deg(D)) & (o0 Hom) g 1 1y =L X P ).

Soit  Mi(A)? = Mi(A)NGAYY pour H=0. On observera que le quotient
My (F)\M1(A)? est de volume fini. On a alors

b ) = g (8= DEm(NG)~dim((ng)")+deg(D)dim(N)+dim(ng)) o yol (M, (F)\M;(A)°)

< g~ 2oL =200 H) / 1pm="XPm)dm. (3.6.3)
My (A)O\Mo(A)H

On a 2pf —2(pf) = ZaeAg d’a. Traitons ensuite lintégrale dans (3.6.3). Soit
rid, ..., rsd la taille des blocs GL de M avec r| +---+rg = r. Le groupe My s’identifie au
produit GL(d)". Le centralisateur M| de X¥ dans My s’identifie au groupe GL(d)* par le
plongement qui envoie diagonalement le i-éme facteur GL(d) dans le facteur GL(d, A)".
On écrit suivant cette identification m = (x1, ..., x,), un élément m de My(A). Alors
I’application

-1 -1 —1 —1
(X5 Xp) > (X X2, .0, Xy 1 X Xy 1 X425 - s xrs_lxrs)

induit une bijection
Mi(A\Mo(&)" ~ [T GL(@, &)=,
aenl

ot GL(d, A)l@dH) désigne l’ensemble des éléments de GL(d, A) de degré (o, dH) € Z.
Cette bijection préserve les mesures de sorte que 1'on a

g~ 20l =260 ) /

My (A)N\Mo(A)H

oo X myam =TT [ 1 (xa) et (o) “dx.
AP GL(d,A)ldH)
0

Dans ce produit, les intégrales sont convergentes : ce sont des coefficients des séries Z; p
(cf. lemme 3.4.1). On en déduit que lintégrale I} ,(H) est convergente. L'égalité du
lemme se déduit de ce qui précéde et des égalités suivantes

(gc — D(dim(NS) — dim((nf)")) = (gc — Dd?|ALI,
deg(D)(dim(N) +dim(n})) = deg(D)(dim(Np) —d?|AL)

et
vol(M (F)\M1(A)®) = vol(GL(d, F)\GL(d, A)")1A#IF1.

Enfin, la derniére assertion est une conséquence immeédiate du calcul précédent. O
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Dans la preuve précédente, on a utilisé le lemme suivant.

Lemme 3.6.2 Soient Nx le centralisateur de X dans Ny et n6 la sous-algébre dérivée de ng.
On a Iégalité suivante pour toute fonction ¢ € CZ°(ny(A))

/ o(n~'Xn — X)dn = g'8c—Ddim(No) / @(U)dU.
Nx (F)\No(A) g (A)
Démonstration. On a tout d’abord
f e(n~'Xn—X)dn = vol(Nx(F)\Nx (A)) o~ 'Xn—X)dn
Nx (F)\No(A) Nx (A)\No(A)

_ q<gc—1>dim<Nx)f o1~ Xn — X)dn.
Ny (A)\No(A)

On introduit ensuite I'isomorphisme de variétés algébriques sur F,

: Nx\N() — n6

)
ne—nXn—X.

Par un dévissage usuel, on montre que le changement de variables n — ®~1(®(n) + Up)
pour Uy € né)(A) préserve la mesure sur Nx(A)\No(A). L’intégrale

/ go(n_an—X)dn
Nx (A)\No(A)

définit donc une mesure de Haar sur né)(A). Il suffit donc de vérifier ’égalité recherchée
pour une fonction d’intégrale non nulle. On va évaluer les deux membres en la fonction
Yo = ln(’)((’))' Le membre de gauche vaut

gge = dmn) / e go(n~' Xn = X)dn = g'¢¢= VIO yol (Nx (0)\No(0))
Nx (A)\No(A)
_ glsc—Ddim(Ny).
Alors que, pour le second membre, on a
4 (&c=D dim(No) / oo(U)dU = q&e=DamMNo) o1 ()
ny(A)
— q(gC*l)(dim(No)*dim(ﬂb))‘
L’égalité s’ensuit puisque 'on a dim(Nx) +dim(n6) = dim(Np). O

3.7. Les séries Ii,D(X, A) et Ig(X, 1). Soient & € ap,r et P € F(Pp). Pour tout A € ag,
on introduit la série

oXy= 3 tp(H—§If y(Hyg @, (3.7.1)
HeH (My(A))
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On définit alors la série

: G
LX) = Y (=DImE@R L (X, %)
PeF(Py)

. Gy A -~ _
| X IRt ) () | g (37.2)
HeHZ (My(h)) LPEF(Po)

3.8. Un calcul des séries I;D(X, A) et Ié (X, 1). On introduit la fonction suivante de la
variable A € a}io

v = [[ Zao(r. @)

aEN

D’aprés le lemme 3.4.1, c’est une fraction rationnelle en les qO"wmv) pour o € Ag. De
plus, cette fonction est holomorphe sur 'ouvert défini par R((A, @w,’)) > —1 pour tout
o € Ay.

L’énoncé ci-dessous fait intervenir les notations de la section 2. On note dim(QOy) la
dimension de 'orbite de X sous G.

Proposition 3.8.1 Soit (N, b, b') un triplet dual pour My au sens de la définition 2.16.1.
Pour tout P € F(Py), la série I;D(X, A) est absolument convergente sur l'ouvert défini

par R((h, @) > —1 pour o € Al et R((h, @) >0 pour « € Ap. De plus, sur cet
ouvert, elle est égale au produit de

Vol(GL(d, F)\GL(d, A)®)gdee® dim(©Ox)/2 (3.8.1)
et !
o S BE A v G+ o (G4 v)/b). (3.8.2)
veN

Démonstration. Pour alléger les notations, on omet I'indice P dans Mp et Np. En tenant
compte du lemme 3.6.1 et des égalités

dim(Oy) = dim(Ny)/2

et
v () =y () =vol(GLW, F)\GLW, M) T Za(r, &),

P
Q€A

(cf. lemme 3.4.1, assertion 3), il suffit de prouver la convergence de la série

Yo wH-H ] [qdz(gc—l—degu)))/

( dmlD(xaNdet(Xanddxa} gl
HeHE (Mo(4)) aeAl GL@.A®

(3.8.3)
sur I'ouvert et de montrer qu’elle est égale a I’expression (3.8.2) ot 'on remplace ¥ © par
le produit ]_[%A(z)» Za({h, @y))).
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On a vu a la fin du §3.3 que le réseau Hg)(Mo(A)) n’est autre que %Z(Ag). Par un
changement de variables évident, la série (3.8.3) se réécrit

R H 200 1 _
> (— —s> I [q" (sc1-deg(D) / 1D(Xa)|det(xa)|ddxa} g,
AV d P GL(d,A)eH)
HeZ(AO) a€el
(3.8.4)
En utilisant les propriétés d’un triplet dual (M, b, ") pour My, on écrit (3.8.4) sous la
forme
1 (H
mr X w(i-e)

VEN Hez(A V)@ L Z(a})

< T1 [qdz(gc—l—deg(D)) /
G

P
a€l

lD(Xa)|det(Xa)|dan] g~ (OH.H) - (38.5)
L(d,A)leH)

Dans (3.8.5), on va calculer la somme intérieure sur H. Pour cela, on décompose A + v
ainsi
A= Z (A +v, @) )+ Z A+, @)y

OtGAg aeAp

En observant que la famille ({«, H>)aeA{)’ parcourt ZA) et que la famille ((gv, H))genp

parcourt (%Z)AP, on s’apercoit que la somme sur H s’exprime comme un produit
dont certains facteurs donnent une fonction zéta, alors que les autres sont des sommes
géométriques que nous avons déja rencontrées. On obtient alors

2(ge—1— _ 1
[T [a" ="z p@+ Gt v, D] x g™ T sy
aenl aelAp q
=35 04 | T] Zao(h+v, ) [ 957 (4 v)/b). (3.8.6)
aeAg

Cela donne I’égalité recherchée. Au passage, on obtient aussi la convergence sur 'ouvert
défini par (A, @) > —1 pour « € Ag et R((A,av)) > 0 pour @ € Ap. O

Dans I’énoncé suivant, on utilise la définition (2.17.4) de la remarque 2.17.3.

Proposition 3.8.2 La série qui définit II%(X, A) est absolument convergente sur ’ouvert
défini par R((A, @) > —1 pour tout o € Ag. Sur cet ouvert, elle est égale &

VOI(GL(d, F\GL(d. 4)°) - g™ MO0 5 (),

Démonstration. D’un point de vue formel, 1’égalité recherchée est une conséquence de
la proposition 3.8.1 et des définitions (2.17.1) et (2.17.4). D’aprés la proposition 3.8.1, la
série Ig (X, A) est au moins absolument convergente sur I'ouvert défini par R({A, «¥)) > 0

pour tout o € Ag. D’aprés le théoréme 2.17.2, la fonction C(;(;dé (¢, A) est holomorphe sur
Vouvert défini par R((A, @,’)) > —1 pour tout & € Ag. La proposition en résulte. O
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3.9. La série IBS(X, ). Pour tout e € Z, on introduit la variante suivante de la série
15.(X, %) du §3.7

. G ~ A _
IFxn= Y Y (CDIPEH = )Ty (H) | g~
HeHE (My(8)e) LPeF(P)

On a le corollaire suivant de la proposition 3.8.2.

Corollaire 3.9.1 La série qui définit Igg(X, A) a les mémes propriétés de convergence que

la série IE(X, A). De plus, sur son ouvert de convergence, elle est égale a

) 1 r—1
vol(GL(d, F)\GL(d, A)°) - g%eP dm©0/2 ~ N exp(—2mike/r)ey™ (. h+ky)
r
k=0

pour tout y € r%gqu(Ao) qui vérifie la relation (5.5.3) du lemme 3.3.1.

Démonstration. Pour tout y comme ci-dessus, la relation (3.3.3) implique que l'on a

1 r—1 .
155 (X, %) = - > exp(—2mike/r) I} (X, A +ky).
k=0

Le corollaire est alors une conséquence immeédiate de la proposition 3.8.2. O

3.10. Calcul de la moyenne des séries. La construction de la série If)(X , A) dépend du
choix de Py € P(Mp) et de X. Tout autre sous-groupe parabolique Pj € P(Mp) est de la
forme w - Py pour un unique élément de Wy, le groupe de Weyl de My (cf. §3.3). Soit
If) (A, Pé) la série précédente construite pour les données (w - Py, w - X). On observe que
pour tout w € Wy, on a

150G P =105 (X, w- ).

On définit alors la moyenne de ces séries sur P(Mp) :

1
SO0y = — 15 (x, P).
W= o 2 b P

PeP(My)

Pour tout e € Z, on définit de méme 1%% (A, P) pour P € P(My) et S¢§(1). On a d’ailleurs

1 r—1
S9E() = = Y exp(—2mike/r)S* (. +ky) (3.10.1)
r
k=0
pour tout y € —2ZL7(A¢) qui vérifie la relation (3.3.3) du lemme 3.3.1.

rlogg
Pour formuler nos résultats, il est commode d’introduire les notations suivantes :

—la fraction rationnelle en ¢=*

o(s) = 8D gsddeeD) e (¢ | 1) (s+2) - L (s +d) ;

— la famille (¢p) pep(my)

or) = ] oh, @),

aeAp
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Proposition 3.10.1 Pour tout &£ € ap, r, la série SE (1) est convergente et holomorphe sur
un voisinage de iaj{,lo r- S de plus, & est en position générale, la somme de cette série
ne dépend pas de & € ap, r et, sur ce voisinage de convergence, elle est égale a

: 1
vol(GL(d, F)\GL(d, A)) - geeP)-dim©x)/2. PO D> erO).
PeP(My)

Démonstration. La proposition 3.8.2 donne la convergence de S (1), ainsi que I’expression
suivante pour sa somme privée de facteurs évidents

S g B
PEP(My)
ot 'on définit la (G, Mo)-cofamille (V¥ p) pep(m,) Par
ve) = [ ZaoGw,, 1.
aEAp

Supposons, de plus, £ en position générale. Le théoréme 2.19.1 implique que ’expression
précédente est égale a
Y W,
PeP (M)
Le résultat vient alors de 1’égalité suivante

BEO)YP(L) = @p(L). O

Théoréme 3.10.2 Prenons & = 0 et supposons que le degré e € Z soit premier a l’entier r
(rappelons que r est le rang du centre de My). Alors la valeur en A =0 de la série
ISO(X, A) est égale a la valeur en A = 0 de [’expression holomorphe dans un voisinage de
ia;‘k,lo’]R
vol(GL(d, F)\GL(d, A)®) - gdee(P)dim(Ox)/2
1 r—1

X m Z Z exp(—2mwike/r)pp (A +ky)
k=0 PeP(Mo)

pour tout y € r%ggiq Z(Ao) qui vérifie la relation (3.8.3) du lemme 3.3.1. De plus, cette

valeur ne dépend pas de l’entier e premier a r.

Démonstration. L’hypothése que le degré de e soit premier & r entraine que pour tout
H € Hy(My(A)®) et tout w € APO, on a (w, H) # 0. Montrons-le. Dans le cas contraire,
le poids @ détermine un sous-groupe parabolique maximal P € F(P) par la condition
A= {w}. Il existe 1 <r’ < r tel que P soit le stabilisateur du sous-espace Vi ®...® V.
(avec les notations du §3.2). La dimension de ce sous-espace est r'd. Pour tout H €

Hy(My(A)®), il existe un entier ¢’ € Z tel que 'on ait

/ r/

(w,Hy =€ ——e=¢ ——e
n r
ol n =rd est le rang de G. Par conséquent, 1'égalité (w, H) = 0 entraine re’ = r’e et

donc r divise r’, ce qui contredit 1 < r’ < r.
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Il s’ensuit que pour P € F(Py), tout H € Hy(My(A)?), tout w € Wy et tout élément
& € ay, r assez proche de 0, on a
0

tp(H) =7tp(H—w-§).

Prenons alors & proche de 0 pour que vaille I’égalité précédente. On en déduit que pour
un tel £, on a IeD’O(X, A) = ISS(X, A). On a méme pour tout P € P(My) et tout w € Wy
tels que P = w- Py

15000 Py = 150w ) = 15" (X, w - 2) = 155 G, P).

Il s’ensuit que les valeurs en A =0 de ISO(X, 1) et S¢()) sont égales. Comme on peut
supposer de plus & en position générale, le théoréme se réduit & une simple combinaison
de l'égalité (3.10.1) et de la proposition 3.10.1. O

Remarque 3.10.3 Bien que nous ne 'ayons pas vérifié, nous nous attendons & ce que
la valeur de la série IB’O(X, A) en A = 0 soit indépendante de ’entier e premier & r. Du
moins, elle ne dépend que de la réduction de e modulo r. Lorsque r est premier, on
peut esquisser une preuve de cette indépendance. Avec les notations ci-dessus, il s’agit
de vérifier que la limite pour A — 0 de la somme suivante est indépendante de e premier
ar:

r—1

0> exp(=2mike/r) [ | o((w- (. +ky). @)

k=0 weWy aEeAg

Il est commode de prendre y défini par (3.3.2). Avec les notations du §3.3 et en tenant
compte de la relation (3.3.1), on voit que I’expression précédente se réécrit

Z Z exp(— kae/r)l_[ <w A, wv)—i— Znikj)

k=0 weW, rlqu

La contribution de k = 0 s’écrit

r—1
Yo [Jetw r o)

weWy j=1

qui a une limite en A = 0, évidemment indépendante de e. La contribution de kK # 0 a
aussi une limite en A = 0 qui est & un coefficient |Wy| prés

r—1 . r—1 ..
Zexp( anke/r)l_[ <2mk]) - H(p( 2mij )Zexp( dike/r)

rlogg rlogg

:_ij <2nij)

rlogg

et qui est donc indépendante de e premier au nombre premier r.

https://doi.org/10.1017/51474748014000292 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748014000292

132 P-H. Chaudouard et G. Laumon

4. Induction de Lusztig-Spaltenstein

4.1. Dans cette section, on rassemble quelques résultats utiles sur l'induction de
Lusztig-Spaltenstein (cf. [11]). Le groupe G est le groupe GL(n) sur un corps quelconque.
Les autres notations sont celles utilisées dans les sections 2 et 3.

4.2. Induite de Lusztig-Spaltenstein. Soient P C G un sous-groupe parabolique et
P = MNp sa décomposition de Levi standard. Soient X € p et OF la P-orbite de X.
La variété OF @ np est irréductible et est formée d’éléments nilpotents de g. Comme il
n’y a qu'un nombre fini de G-classes de conjugaison nilpotentes dans g, il existe une
unique orbite nilpotente O telle que l'intersection

onOFf dnp)

soit un ouvert dense de OF @np. Cette intersection est une unique classe de
P-conjugaison. On pose alors
1S(X) = 0.

On dit que O est 'induite de X de P a G. Elle ne dépend par construction que de la
P-orbite de X. On voit aussi qu’elle ne dépend que de P/M p-orbite de la projection de
X sur p/np. En particulier, si OM est une M-orbite nilpotente dans m, I'induite I}(,;(X)
ne dépend pas du choix du représentant X € OM. Aussi on la note

1S (OM).

4.3. Transitivité. Soient P; C P» C G des sous-groupes paraboliques et X € p;(F). On
définit une M»-orbite nilpotente dans m, par

P M
IPIZ(X) :IPI%TMZ(XZ)
ou X =Xo+U avec Xo e myNp et U € ny.

Lemme 4.3.1 Pour tout Y € 1}1;12 (X), on a
I5(Y) = I (X).

Démonstration. Ecrivons X = X{+U +V avec X{ e my, U e njNmy et V € ny. Soient
OP1(X), OMi (X)) et OPM2(X| 4+ U) les orbites respectivement de X sous Pj, X sous
M et X1+ U sous PN M,. On a OP1(X)®n; = OMi(X,) ®ny. Soit O = Il?l (X). Donc
ONOMI(X))@®n;) est un ouvert dense de OMI1(X|) @ n;. Soit O’ = I;)IZ(X). Comme on
a OPIOM (X, + U) @ (g Nmp) = OM1(X1) @ (n Nmy), on en déduit que O'N[OM (X)) @
(n; N'my)] est un ouvert dense de OM1 (X 1) @ (n; Nmy). Ainsi

[O'NOM (X)) & (m Nmy)]] B0y
est un ouvert dense de OM1(X1) @ n;. Par conséquent,

ONIO NIOM (X)) & (n) Nmy) ] 2]

est aussi un ouvert dense de OM1(X ) ®ny. Donc O N (O’ @ ny) est non vide et c’est un
ouvert de O’ @ny vu que 'on a @ @ny € OM (X)) ®ny. D’ou le résultat. O
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4.4. Croissance de I’induite selon les sous-groupes paraboliques. On note O I’adhérence
d’une orbite nilpotente O.

Lemme 4.4.1 Soient Py C P, des sous-groupes paraboliques de G. On a alors pour tout
X epi(F),
Ig(X) C I§(X).

Démonstration. Soit O'(X) 'orbite de X sous P;. Soit Y € Igz (X). Quitte & conjuguer Y,
on peut supposer que 'on a Y € X 4+ ny. Mais on a

X+m CX+n cO'X)@n CIfX),
d’ot le résultat. O
Lemme 4.4.2 Soient X € p1(F) et Py C P des sous-groupes paraboliques de G tels que
IFC,;l (X)) = Ig (X). Alors pour tout sous-groupe parabolique Q tel que Py C Q C P, on a

I5(X) = I§ (X) = I§,(X).

Démonstration. D’aprés le lemme 4.4.1, on a

15(X) CIF(X)
I§.(X) = I§,(X) C IG(X)

d’on Ig(X) = Ig (X). O

5. Quelques résultats auxiliaires

5.1. Transformée de Fourier et formule sommatoire de Poisson. Les notations sont celles
de la section 3. Soit ¥ : F;, — C* un caractére additif non trivial. Soit wc une forme
différentielle rationnelle non nulle sur la courbe C. Pour toute place ¢ de C, on associe &
wc et & Yo un caractére additif ¥ du corps F, complété de F en ¢ par

Y (x) = Yo(tracek, v, (Res(x - wc))).

Cela détermine un caractére additif, noté encore v, du groupe A des adéles de F qui est
trivial sur F.

Soient n et n des espaces vectoriels sur F, en dualité via un accouplement parfait
(-, -). Les groupes n(A) et n(A) sont munis des mesures de Haar qui donnent le volume
1 an(F)\n(A) et n(F)\n(A). Pour toute fonction f € C°n(A)) (c’est-a-dire localement
constante et a support compact), on définit une fonction f € CX(n(A)) par

fy) = / FX)U (X, Y))dX.
n(A)

La formule sommatoire de Poisson est alors 1’égalité

Yo=Y fm.

Xen(F) Yei(F)
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Soit Q¢ le diviseur de wc. On a deg(2¢) = 2g¢c — 2. Pour tout diviseur D sur C, on
dispose de la fonction 1p € C°(n(A)) qui est la fonction caractéristique de wpn(0). On

a la formule suivante
1p = gdimma- (g'c+deg(D))1Q _p. (5.1.1)

Lemme 5.1.1 Dans le cas n =1, il existe une constante ¢ > 1 telle que pour a € A* e
tout diviseur D, on ait

> Ip(a™'X) < esup(gee®mde@ ),
XeF

Démonstration. On a deg(wp) = —deg(D). En remplagant a par @wpa, on voit qu’il
suffit de traiter le cas D = 0. Soit 1 la fonction caractéristique de O. Si deg(a) > 0, on a
1(a~'X) = 1 si et seulement si X = 0. Supposons ensuite deg(a) < 2 — 2g¢. Par la formule
sommatoire de Poisson, on a

Y 1@ X) =g TseE@D N M g (aX)

XeF XeF

et seul X = 0 intervient non trivialement dans le membre de droite. On a donc dans ce
cas

Z l(cle) — qlfgcfdeg(a).

XeF
Il reste & majorer notre expression pour 2 —2g¢ < deg(a) < 0 par une constante ¢ > 1.
L’existence d’un tel ¢ résulte de la compacité de I’ensemble

{a € F*\A* |2 —-2g¢c < deg(a) <0} O

5.2. Théorie de la réduction et fonctions d’Arthur. On utilise les notations des sections 2

et 3. Le groupe G est le groupe G L(n) sur le corps fini F,, muni de B C G son sous-groupe

de Borel standard et Ty C B son sous-tore maximal standard. On réserve la lettre T pour

un paramétre de troncature; c’est pour cela que le sous-tore maximal de G se retrouve

affublé d’un indice 0. On omet souvent les indices Ty et B pour les constructions associées

a Ty et B. Par exemple, on note A = Ap (I’ensemble des racines simples de Ty dans B).
Soit n € A* un idéle de degré 1. L’application

X (Tp) — To(A)

s iy (5.2.1)

induit une bijection du groupe X.(Tp) des cocaractéres de Ty sur un sous-groupe discret
noté A de Tp(A). On observera que si a = A(n)~!, I'accouplement canonique entre le
cocaractére A et un caractére o € X*(Tp) vaut (o, ) = (&, Hg(a)) (cf. §3.3 pour la
définition de Hp).
Soit T} € ar tel que pour tout @ € A, on ait a(7T1) < —2gc¢. Soit
A%(TY)

I'image dans A de ’ensemble

{A € Xi(Tp) | Vo € A {a, A —T71) > 0}.
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On a alors 1’égalité (on renvoie le lecteur a [8] pour une référence)
G(A) = G(F)- B(A)?- A%(T)) - G(O)

ol
B(A)? = B(A)N Ker(Hp).

Comme B(F)\B(A)? est compact, il est loisible de fixer Qp, une partie compacte de
B(A)? telle que
G(A) = G(F)-Qp-A%(T)) - G(O).

Soient T € E et AG(Ty, T), 'image dans A de I’ensemble
(L e Xu(Tp) [Ve € A (@, A =T1) > 0et Vo € A (w, A —T) <0}

Soit
FO(-,T)

la fonction caractéristique de ’ensemble G(F) - Qp - A9(T1, T) - G(O). La fonction FC est
invariante a gauche par G(F). Pour tout e € Z, ’ensemble

{g € GUIMH\GA) | F(g, T)=1}

est compact.

La méme construction vaut pour tout sous-groupe de Levi M de G. La fonction
FM(.,T) sur M(A) est la fonction caractéristique de M(F)Q%’IAM(TL TYM(O) pour
Qg , un certain compact de B(A)?NM(A). 11 est loisible de supposer que 1'on a Qg’ =
QpNM(A). Pour tout sous-groupe parabolique standard P, soit FP(-,T) la fonction
sur Np(A)Mp(F)\G(A)/G(O) qui coincide sur Mp(F)\Mp(A)/Mp(O) avec FMP(. T),
Pexistence et I'unicité de FP résultent de la décomposition d’Iwasawa.

Pour tout T e ag, on a (pour une preuve, cf., par exemple, la proposition 10.3.12

de [10])
> > FPeg. T)tp(Hp(bg)—T) = 1. (5.2.2)
PeF(B) 8 P(F)\G(F)
Rappelons que la fonction Hp est définie au §3.3; c’est aussi la composée de Hp avec la
projection sur ap.
Pour tout T € ag, on a

FOg. )= Y (=@ N tp(Hp(sg) - T).

PeF(B) 8eP(F)\G(F)

Cet énoncé est une version du lemme 2.1 de [3] pour les corps de fonctions ; il se démontre
comme loc. cit., le point clef étant représenté dans notre situation par 'égalité (5.2.2).
Soient P; C P> des sous-groupes paraboliques standards de G. Pour tout H € ar, R,
soit o
opi(H) =Y (=D)"N T (H)Ep(H).
P,CPCG
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Pour tout g € G(A) et tout T € g, soit

KB P2 (g) = FPi(g, Tho 22 (Hp, () = T).

Cette fonction est invariante & gauche par Np, (A)Mp, (F) et a droite par G(O). On va en

donner une description alternative. Pour tout T € a}', soit APVP2(Ty, T) C A Pensemble
des a = A(n~") € A pour A € X*(Tp) qui vérifie les cinq conditions suivantes

1. Va e AMi (@, 2 —T7) > 0;
2. Vo € AMt (w1 —T) <0;

M
3. VaEAMf (g, A\ —T) > 0;
4. Vo € Ay, — Ay? (@ A—T) <0;
5. Vo € Ay, (@, A—T) > 0.

Remarques 5.2.1

— En vertu des conditions 1 et 2, on a APVP2(Ty, T) ¢ AM(Ty, T).

—Si P = P, = G, les conditions 3 & 5 sont vides et on a AGCS (T, T) = AG(Tl, T).

—Si P = P, # G, la condition 3 est vide, mais les conditions 4 et 5 sont incompatibles :
on a alors APVP2(Ty, T) = 0.

~-SiTe E, on a APP2(Ty, Ty ¢ AM2(Ty) (cela résulte du lemme ci-dessous).

Lemme 5.2.2 Soit P un sous-groupe parabolique de G. Soient T € E et X eappr qut
vérifient

1. Vo € AP (w,X—T) <0;
2. Yo € Ap (o, X—T) > 0.
Alors pour tout « € A9 — AP, on a (0, X —T) > 0.
Démonstration. Soit p la projection de ap sur ap. Soit AP = {wo | o« € AP} 1a base de
ag’* duale de (¢")year. On a pour tout X € agr
X= ) (@ X)a' +pX).
aeAP
Pour tout B € A9 — A la projection Bp de B sur ay appartient & Ap et
(B.X) =Y (@a, X)(B,a") + (Bp, X).
aeAP
Or (B,a") < 0. Donc si X vérifie les conditions 1 et 2, on a
(B.X)> > (wa. TV(B. ")+ (Bp. T) = (B, T)
acA?

d’ou le résultat. O
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Lemme 5.2.3 (Arthur). La fonction
m e Mi(A) > x7""(m)
est la fonction caractéristique de M1 (F) - QII;/[' CAPCPL(T T - M (O).

Remarque 5.2.4 Si P = P, # G, la fonction Xﬁl’P' est identiquement nulle (cf.

remarque 5.2.1).

Démonstration. Il suffit de combiner [1], lemme 6.1, avec la description de la fonction
FP. O

Py

. P, . . .
La fonction x;""* va intervenir via le lemme suivant.

Lemme 5.2.5 (Arthur). Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, soit KT une
fonction sur P(F)\G(A). On a l’égalité entre

S pdm@R NNt (Hp(5g) ~ THK T (3g)

BCPCG SeP(F)\G(F)
et
Py, P,
Y ek e
BCPCP,CG 8€P|(F)\G(F)
ol
—l’on pose
S G
KP],PZ(g) — Z (—l)dlm(aP)KP(g), (523)
PiCPCP,

— dans la somme ci-dessus, les termes correspondant ¢ Py = Py sont nuls sauf si Py =
P, = G, auquel cas on obtient
F9(g, T)K(g).

Démonstration. Elle repose sur les arguments formels utilisés pp. 41-43 dans [5]. O

5.3. Une majoration de sommes rationnelles. Soient o € A et Q le sous-groupe
parabolique standard maximal de G défini par la condition

A—A2 = {a}.
Soit X'p I'ensemble des racines de Ty dans ng. On a une décomposition en espace poids

ng = @ Ny.

aeXp

Np = @na.

aed

Pour tout ® C ¥, on pose

Tout élément U € ng s'écrit U =), .4 Uy selon cette décomposition. Pour tout
polynome g € Fy[no] et tout o € ®, on note deg,(g) le degré de g(U) en la variable
Uy. On note V((gi)ier) le fermé de ng défini par une famille de polynoémes (g;)ie;.
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Proposition 5.3.1 Soit d un entier. Pour tout diviseur D sur C, il existe une constante
¢ > 0 telle que pour toute partie non vide ® C Yo, tout a € AC(T)) et toute famille de
polynomes non tous nuls (g;)ie; de Fylne] qui vérifie

Viel, VBe®, degs(gi)<d,
on a l’inégalité

1_[ q—<ﬁ,H3(a)> Z lD(a_an) < C'C]_<a’HB(a)).
Bed Ueng(F)NV((8i)ier)

Démonstration. On va raisonner par récurrence sur le cardinal de ®. Le cas d’un singleton
® = {8} amorce la récurrence. Dans ce cas, le nombre de zéros d’'un polynéme g; non nul
ne peut pas excéder d et on a donc

g~ \b-Hp@) ) 1p(a~'Ua) < dg=FHs@),
Uena(F)NV((g)ier)

Il existe A’ C A —{a} tel que B = a—i-ZVeA/ y. La majoration —(y, Hg(a)) < —(y, T1)
pour a € A%(T}) et y € A’ donne le résultat.

Supposons désormais ® = &' [[{B} et [®'| > 1. Tout U € ng s’écrit U = U’ + Ug selon
la décomposition ne = ng @ng. Soit I’ =1x{0,1,...,d}. On obtient une famille de
polynomes (g;)ie;r de Fy[ngs] non tous nuls en écrivant pour tout i € I

d
gi(U) =gl (U
k=0
Pour alléger les notations, on introduit V = V((gi)ier) et V' = V((g))ier)- Soit VO 'ouvert
de V formé des U dont la projection U’ n’appartient pas au fermé V' de ng. On a donc
une réunion disjointe
V=0 ongul’

Pour conclure, il suffit de prouver que les contributions suivantes satisfont toutes deux
la majoration recherchée

[Ta @ > 1p@'Va)yxq #H@ 3 15@'Uga)  (5.3.1)

yed’ U'eng (F)NV' Ugeng(F)
et
[[a " > 1p@'va. (5.3.2)
yed Ueng(F)NVO

Pour majorer (5.3.1), on utilise d’'une part I'hypothése de récurrence appliquée au
facteur attaché a @', et d’autre part le fait que lexpression ¢~ (f-H8(@) ZU,gen,s(F)

lD(a_lUﬂa) est bornée pour a € A% (T1) (cela résulte immeédiatement du lemme 5.1.1).
Pour majorer (5.3.2), on commence par réécrire cette expression sous la forme

H q—(V,HB(a)) Z ID(a_lU’a) % q—(ﬂ’HB(tl)) Z ID(a_lU,ga).
yed U'eng (F).U'¢V’ Upeng(F).U'+UpeV
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En utilisant le cas du singleton {8} et de la famille de polynomes (g; (U’ + -));c; (non tous
nuls puisque U’ ¢ V'), on a la majoration

q*<ﬁvHB(a)> Z lD(aflU/ga) < d.qﬂa,HB(a)).
Ugeng(F),U'+UgeV
Il reste donc & borner
1_[ q*()/»HB(a» Z lD(cflU/a).
yed’ U'eng/ (F),U'¢V’
On majore trivialement cette expression par
[To @ Y 1pa!va)
yed’ U'eng (F)
qui est encore le produit sur y € ®' de
g~ @O S 1,6 a).
Uyen, (F)

Cette expression est bien bornée pour a € A%(Ty) (cf. lemme 5.1.1). (]

6. Asymptotique d’intégrales nilpotentes tronquées

6.1. Les notations sont celles en vigueur a la section 5.

6.2. Enoncés des résultats. Soit N'C le cone nilpotent de g(F). Soit (NY) I'ensemble
(fini) des orbites de G(F) dans N'U. Pour toute orbite nilpotente O € (N'9) et tout

sous-groupe parabolique standard P de G, on introduit la fonction suivante de la variable
g € Mp(F)Np(A\G(A)/G(O)

Kpoe) = > / i Ip(g~ (X +U)g)dU.
XeNMp 16 (x)=0 " P

Il se peut que 'ensemble de sommation soit vide, auquel cas on pose K g 0(8) = 0. Clest
le cas, par exemple, si O est orbite nulle et P est un sous-groupe parabolique propre.
Pour tout g € G(F)\G(A), on pose

. G ~
K§ro@= Y (=DM 3" 2p(Hp(sg) — T)K} »(88). (6.2.1)
BCPCG 8eP(F)\G(F)
On fixe une norme euclidienne || - || sur ap g invariante par le groupe de Weyl de (G, Tp).

Voici les deux principaux résultats de cette section. La démonstration du corollaire 6.2.2
se trouve au §6.3. La démonstration du théoréme 6.2.1 débute au §6.4 et occupe tout le
reste de la section.

Théoréme 6.2.1 Soit e € Z. Soient O € (N) et D un diviseur sur C. Il existe un point
Tp € ag tel que pour tout &' > 0, il existe des constantes € > 0 et ¢ > 0 telles que pour
tout T € Tp +a§ qui vérifie pour tout @ € A

(@, T) = T,
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'/;(F)\G(A)"

Corollaire 6.2.2 Les notations sont celles du théoréeme 6.2.1. Pour tout T € ap, l'intégrale

on ait

FOg.T) Y 1p(g™'Xe) K 1 o(9)| dg < c-g~*IT1.
XeO

/ K§ o o()dg (6.2.2)
G(F)\G(A)

converge absolument.
De plus, la fonction

T € X.(Tp) K5 1.0(@dg
G(P\G(A)®
est quasi polynomiale au sens ou il existe un ensemble fini
2mi
log(q)
et pour tout v € f un polyndéme p, sur ap tels que cette fonction coincide sur X,(Ty) avec

T ) p(Tg™h.

vef

fC X*(To) ®2Q

Remarque 6.2.3 La combinaison du théoréme 6.2.1 et de son corollaire 6.2.2 montre que
Iintégrale
/ Fog.T) Y 1p(e~ Xg) dg
G(P\G(A) 1o
est asymptotique au quasi-polynéme donné par (6.2.2). Ce résultat est un analogue d’un

résultat d’Arthur sur les corps de nombres (cf. [3], théoréme 4.2). C’est méme un peu
mieux au sens ou 'on dispose de plus de la formule intégrale (6.2.2).

6.3. Démonstration du corollaire 6.2.2. Elle repose sur les méthodes d’Arthur. Elle est
d’ailleurs trés semblable aux preuves du corollaire 5.1.2 et du théoréme 5.2.1 de [6].
D’aprés Arthur (cf. [2], section 2), on a, pour tout H et tout T dans ap

tp(H-T)= Y (—1)dim<“5>f,?(H)F/Q(H, T) (6.3.1)
PCcQcG

ol F’Q(H, T) est la fonction I‘g(H, 0, 7)) définie en (2.15.1) ; pour Q = G, la fonction 'y,
est identiquement égale a 1. Il s’ensuit que l'on a

KSro@= 3 Y Tp(Hg(8). TIKS , o(58) (6.3.2)
BCQCG §€Q(F)\G(F)

ou l'on pose, pour g € G(A),

. 0 .
KZoo@= Y. (=DM N 2@(Hpmg)Kh o(1g). (6.3.3)
BCPCQ neP(FI\Q(F)
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Pour Q =G, on retrouve KgTO pour T =0. Soient P C Q des sous-groupes

paraboliques standards. Soit S ¢ (MM¢) I’ensemble (fini) des orbites 02 e (NMo)
telles que Ig (02) = O. On a successivement les égalités pour tout m € Mo (A) et tout

n € Ng(A) (on note ng =mgNnp):

KS,o(nm) = Z / 1p(m~'n= ' (X + U)nm) dU
XeNMp 16 (X)=0 np(A)

= Z / 1p(m~ (X +U)m)dU
np(A)

XeNMr 1§ (X)=0

- > / / 1p(m~ (X +U +U"Ym)dU dU’
ng(A A
XeNMp 1§ (X)=0 pB) Ino(A)

- q(ZPQ,HQ(m))qdim(NQ)(l*gc+deg(D))

X Z Z / 1p(m~ (X +U)m)dU
1) 0 M ng(A)
OCeS {xENMPquMQ(X):OQ}

(2pg.Ho(m)) ,dim(Ng)(1—gc-+deg(D)) Z k™Mo 1y,

=9q q D.0O0
02eS9
On en déduit que l'on a
i - M
K3 o(nm) = qPre:HelmgdmNo 1 -gctdegD) 5~ kMo | ) (6.3.4)
0282

Nous allons faire une série de manipulations formelles qui seront a posteriori justifiées.
Nous avons d’aprés (6.3.2) et par l'utilisation de la décomposition d’Iwasawa

/ (Kg,T,O(g)_Kg,o,o(g)) dg
G(F\G(A)®

Tp(Ho(8). K5, () dg

BCOCG
— Z qdim(NQ)deg(D)
BCQCG 002eSs2

= Y gimtvoden) 3 S TR Ko oom)dm
BCOCG O0eSOHeHo(MaRNG(A)) Mo(PNMo()'T

/Q(F)\G(A)"

M
/ T (Ho(m), T)KD!g’OQ(m) dm
Mo (F)\M(ANG(A)¢

ou, dans la derniére ligne, MQ(A)H est 'ensemble des m € Mg (A) tels que Ho(m) =
H. Pour Q C G, le sous-groupe de Levi Mgy est un produit de facteurs linéaires,
chacun de rang strictement plus petit que celui de G. Les fonctions KZI’(Q)’ oo €t leurs
intégrales sont aussi des produits indexés par ces facteurs. En raisonnant par récurrence

M
D,g,OQ(m) dm

sont absolument convergentes. Comme la fonction H F’Q(H, T) est & support fini

sur le rang, on peut donc supposer que les intégrales [, Mo(F)\Mg(A)H K
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sur Hg(Mg(A)NG(A)¢) (cf. lemme 2.15.1), cela justifie les manipulations précédentes
et montre que 'intégrale fG( FI\G(A)® Kg’T’ 0(8) dg est absolument convergente pour un
T € ap si et seulement elle 'est pour tout T € ap. Puisque l'intégrale

/ FO(g.T) Y 1p(g~'Xg)dg
G(F\G(8) XeO

est absolument convergente (l'intégrande est & support compact), le théoréme 6.2.1
montre qu’il existe au moins un tel T'.

La fonction m € Mg(A) — K K(Q)’ 00 (m) est invariante sous l'action du centre Zp(A) de
Mo (A). 1l s’ensuit que 'application

Mo

H e Hy(Mo(A) NG (A)) — Kpo.00

Mo(F)\Mg(A)H

(m)dm

est invariante sous le sous-groupe Hg(Zg(A)NG(A)®). Finalement, pour tout H €
Ho(Mg(A)NG(A)°), la fonction

T > Q(H+H'.T)
H'€Ho(Zo(A)NG(A)®)
est quasi polynomiale (cf. proposition 4.5.5 de [6]). Cela conclut.

6.4. Une premiére réduction. Le théoréme 6.2.1 est une conséquence immédiate du
lemme 5.2.5 et de la proposition 6.4.1 ci-dessous. La démonstration de cette derniére sera
donnée au § 6.8 aprés de longs préparatifs.

Proposition 6.4.1 Sous les hypothéses du théoréme 6.2.1, on a pour tous sous-groupes
paraboliques standards Py C P de G

PP Py, P _
/ > X PEIK S Gg)ldg < c g E I
GUNGIS 5epy (F)\G(F)
ou l’on pose
Py,P. e
Kpor@ =Y (=DIMPIKL (). (6.4.1)
PiCcPCP,

6.5. Une premiére majoration dans la preuve de la proposition 6.4.1. Dans toute la
suite, on fixe une orbite nilpotente @ € (N) et des sous-groupes paraboliques standards
Py € P, de G. Pour tout X € p|(F), on pose

0= Y (pimen, (6.5.1)
PICPCP, IS (X)=0

Cette expression est invariante par conjugaison par M(F) et ne dépend que de la
projection de X sur mj(F).

Pour alléger les notations, on note P; = M N; (au lieu de Mp Np,) la décomposition
de Levi standard du sous-groupe parabolique standard P;. Idem pour P;.
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Pr0p031t10n 6.5.1 Pour tout diviseur D, il existe un point Tp € a;f tel que pour tous

T e TD+aB, ne€ Ni(A) et m e M(A) tels que

xF P m) £0

on ait
KPI P (nm) = dlm(nz)(l—gc+deg(D))+(202,H2(m)) Z 1D(m_1 Xm)égl’Pz (X).
XeNM2np(F)
Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du lemme 6.5.4 ci-dessous. O

Corollaire 6.5.2 Pour tout diviseur D, il existe un point Tp € a;; tel que pour tout

T eTp —i—ag, on ait l'inégalité

/G S eIk L6l dg

(G 56P1(F)\G(F)
< qdim(Nl)(gc—1)+dim(ﬂ2)(1—gc+deg(D))

g~ y PPy N A en T Xm)lES T (X0 dim.

g/
MUENMI(BINGA)* XeNM20p, (F)

Démonstration. On a

fG Yoo xrPeIK P2<ag>|dg—f X @K S (o)) dg.

(F)\G(A)E SeP; (F)\G(F) PI(F)\G(A)E

Par la décomposition d’Iwasawa, on obtient
f / / g~ FerHen )y P2 (k| K 152 (nmk) | dk dm din.,
Ni(F)\N1(A) M (F)\M (A)NG(A)* JG(O)

La fonction XPI’PZ est invariante & gauche par Ni(A) et a droite par G(O). L’expression

|KP1’P2( )| est invariante & droite par G(QO). En tenant compte du volume vol(G(O)) = 1,
on obt1ent

/ / g e He )y P2 () | K J1 A2 (i) | dm din.
Ny CEON(A) S My (P)\ My (NG (A)e

Pour terminer, on utilise la formule vol(N;(F)\Nj(A)) = g4mND@&c=D et J’expression

donnée par la proposition 6.5.1 que I’on majore de maniére évidente. O

Lemme 6.5.3 Soit P un sous-groupe parabolique de G tel que Py C P C Py. La fonction
g€ GA)—~ Kg 0(8) est invariante a gauche par Np(A). De plus, pour tout u € Mp(A) N
N1(A) et tout m € Mi(A), on a

Kg,o(um) — qdim(ﬂP)(deg(D)+1—gc)+<2pP,HP(M)) Z 1D((um)_1Xum).
XeNMp 1§ (X)=0
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Démonstration. Soient n € Np(A) et g € G(A). On a

Kbo = Y [ tp(ee X+ Umgav.
XeNMp 1S (x)=0 ne )

On effectue le changement de variable U’ = n~!'(X + U)n — X, ce qui donne

khot = > [ i+ vgav
XeNMp 16 (X)=0 np(A)

et prouve l'invariance recherchée.
Soient u € Mp(A) NN (A) et m € Mi(A). A T'aide du changement de variable U’ =
(um)~'Uum, on obtient 1'égalité

K} o(um) = gq'2°r-Hrem) > f X 1p((um) ™' Xum + U) dU.
XeNMp 16 (x)=0 " P

Comme on a (um)~'Xum € mp(A), Vexpression 1p((um)~'Xum + U) est le produit de
1p((um)~' Xum) par 1p(U). En utilisant I'égalité

/ 1p(U)dU = qdim(“P)(deg(D)-i-l_gC)’
np(A)
on obtient I’égalité recherchée. .

Lemme 6.5.4 Soit P un sous-groupe parabolique de G tel que Py C P C P>. Pour tout
diviseur D, il existe un point Tp € a;f tel que pour tous T € Tp —l—ag, neN(A) etme
M1 (A) tels que

xr" 2 m) #0
on ait

KE o (nm) = qim(n) ea(D)+1=gc)-+2oa.Hpy () » 1p(m="Xm).

XeNM2np,(F),I5 (X)=0

Démonstration. Par le lemme 6.5.3, on voit qu’il s’agit d’obtenir 1’égalité suivante
qdim(nP)(deg(D)+l—gC)+(szaHP(m)) Z ID((nm)_anm)
XeNMp IS (X)=0
— im(n) de(D) 1 —gc)+ (202, Hy (m) » 1p(m~" Xm)
XeNM2np(F), 1S (X)=0
pour n € Mp(A) N N1(A) et m € Mi(A) tels que x> (m) # 0.
On va d’abord montrer que pour tout n € Mp(A) N N1 (A) et tout m € M(A) tel que
Py, P
Xt P m) £ 0, on a

Z 1p((nm)~ ' Xnm) = Z 1p(m~ ' Xm). (6.5.2)

XeNMp 1§ (X)=0 XeNMp 1§ (X)=0
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Le résultat est tautologique si P = P;. On suppose donc P; C P. Puisque X]Ij’],Pz (m) # 0,
on a me M{(F)-Qy' - AP P2(T, T) - Mi(O) (cf. lemme 5.2.3). Quitte a remplacer n
par un conjugué sous Mi(F), on peut supposer m € ngl CAPCPA(T TY - M (O). Les
deux membres de (6.5.2) sont invariants par translations a droite de m par M;(O) et
par translations a gauche de n par Mp(F)N N{(F). On peut donc supposer m € le .
APLP2 (T T) et n dans un compact fixé € de Mp(A) N N1 (A). Pour tout a € AP-P2(Ty, T)
et toute racine o de Ty dans Mp N Ny, il existe &l c AP et <I>f3 #0C AP — AR

(@, Hg(@)) > Y (B, T1)+ Y _ (B, T)
Bed! peodf
(ici, on utilise le lemme 5.2.2). En prenant Tp convenablement, il s’ensuit que si
T eTp —}—a;, alors pour tout a € APLP(T T, on a

a '@ e@t'a ¢ Mp(O)N Ny (0)

et donc aussi m~'&m C Mp(O) NN (O). L'égalité (6.5.2) s’ensuit.
Montrons ensuite que pour tout m € Mj(A) tel que X;)I’Pz (m) #0, on a

> 1p(m~ ' Xm) = > 1pm =" Xm). (6.5.3)

XeNMp 15(X)=0 XeNMPnp (F),I5(X)=0

On peut supposer m € Qg’l -APUP (T T). Si légalité (6.5.3) est en défaut, il existe
X e mp(F)—pi1(F)Nm(F) tel que 1p(m~'Xm) # 0. Il existe alors une racine a de Tp
dans Mp NN, (on N est le radical unipotent « opposé » a N 1) telle que la projection
sur ng de m~!Xm soit non nulle. Si, de plus, & est minimale (pour I'ordre défini par B),
on a nécessairement
—deg((a, Hp(a))) < deg(D).
La encore, on peut trouver Tp tel que ce ne soit pas possible lorsque T € Tp +a§. Cela
prouve (6.5.3).
Enfin, pour m € Mj(A), 'expression

Z 1p(m~ ' Xm)
XeNM2np(F), IS (X)=0
est le produit de
Z 1p(m™ ' Xm)
XeNMPp (F),IS(X)=0
par

> 1pm'Xm). (6.5.4)

Ye(mpnmy)(F)

Pour conclure, il suffit de montrer que pour m € M{(A) tel que xﬁl’Pz(m) #0,
Pexpression (6.5.4) est égale a

dim(npNmy) (1—gc+deg(D)+ (203, Hp (m))

q .
Cette égalité se démontre a l’aide de la formule de Poisson et par des arguments
semblables & ceux développés plus haut. O

https://doi.org/10.1017/51474748014000292 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748014000292

146 P-H. Chaudouard et G. Laumon

6.6. Une deuxiéme majoration dans la preuve de la proposition 6.4.1. Pour tout
sous-groupe parabolique Q € FF1(B), soit

AGZL(T)

I’ensemble des a € APVP2(Ty, TYN AMe(Ty, 0) N G(A)¢ qui vérifient r‘Q"' (Hp(a)) = 1.
Proposition 6.6.1 Pour tout diviseur D, il existe

— un diwiseur D' sur C,

—un point Tp € a;,

— pour tout Q € FP1(B), une constante cg >0

tels que pour tout T € Tp —l—a;, lintégrale

g~ PP gy N AT Xm) g5 (X) [ dm (6.6.1)

/ My (F)\M (AING(h)¢ XeNM2p, (F)

se magjore par la somme sur Q € FP1(B) eta € AIQ’%Q(T) de

o 2’ _ Py, P.
co g PPbHo@) Z 1p(a~ ' Xa)lgs 2 (X)].
XeNM2np (F)

Démonstration. On rappelle que la somme

- Py, P
Yo Ipm ' Xm)gs (0|
XeNM2np(F)
est comme fonction de m € M{(A) invariante & gauche par M|(F). On insére dans
l'intégrale (6.6.1) l'identité (5.2.2) pour le groupe G = M| et le paramétre T = 0. Par

conséquent, l'intégrale (6.6.1) est égale a la somme sur Q € FF1(B) de l'intégrale sur
m e (QNM)(F)\Mi(A)NG(A) de

g~ @RI EQ i 0)e [ (Hom) Py Y Apm T Xm)lgS P (X)L,
XeNM2np(F)
Fixons un tel Q. Par la décomposition d’Iwasawa pour M; et le choix de nos mesures,
on obtient l'intégrale sur m € Mgo(F)\Mg(A)NG(A)® et sur n € (No N M)(F)\(Ng N
My)(A) de

g~ Pro e FMo g, 0l (Hom) kP um) Y Ap(um) T Xnm) 5P (X)L,
XeNM2np,(F)

On va majorer cette derniére expression. On peut supposer FMe(m,0) # 0. Il s’ensuit

que 'on peut supposer m € ngQAMQ(Tl, 0) avec les notations de §5.2. Comme (Ng N

M1)(F)\(No N M1)(A) est compact, on va supposer que n appartient & un compact fixé,

noté QIQ, de (No N M1)(A). Pour a € AMe(Ty, 0) tel que rS'(HQ(a)) =1, le lemme 5.2.2

montre que 'on a (a, Hz(a)) > 0 pour a € AP — AQ. Par ailleurs, pour « € A2, on
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a (o, Hg(a)) > (a, T1). 11 s’ensuit que pour a € AMo(Ty,0) tel que rgl (Hg(a)) =1,

Q

I’ensemble clelQQ]gI a reste dans un compact indépendant de a. Il existe donc un

diviseur D’ tel que pour n € QL m € QZ/IQ et a € AMo(Ty,0), on ait
1p((nm)~' Xnm) < 1p(a~ " Xa).
On a aussi Hg(ma) = Hp(a) et Xﬁl’Pz(nma) = J;,)]Z(Hp, (@) —T)FP'(nma, T). La

condition X;"Pz(nma) # 0 implique que 'on a a € APP2(Ty, T).

La proposition s’ensuit en prenant pour la constante cg le produit des volumes de (Ng N
M) (F)\(No " M1)(A) et de MQ(F)\MQ(A)0 (Pexposant 0 signifie que I'on se limite au
sous-ensemble des m € Mg (A) qui vérifient Hp(m) = 0). O

6.7. Une troisiéme majoration. Dans ce paragraphe, on fixe P C G un sous-groupe
parabolique standard propre. Soit P = M N sa décomposition de Levi standard.

Proposition 6.7.1 Soient O € (NC) et D un diviseur sur C. Pour tout « € A — AF, il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout a € A®(Ty), on ait

g~ CrrHr@ % T 1@ Xa)lgs 0l < e g O Y T 1@ Xa).
XeNCnp(F) XeNM

Avant de donner la preuve de cette proposition, mentionnons le corollaire suivant. Les
notations sont celles des paragraphes précédents.

Corollaire 6.7.2 Pour tout sous-groupe parabolique Q € FF1(B), toute orbite nilpotente
O € (NY) et tout diviseur D sur C, il existe des constantes ¢ > 0 et r > 0 telles que pour
tout a € AM2(Ty), on ait la magoration suivante

2
g Prete@ N 1p@ Xa)lgs (X)) (6.7.1)
XeNM2np,(F)
1
gc.q—(ZPQ’HQ(a» 1_[ q—r(a,HB(a)>, Z ID(a_lXa). (6.7.2)
aeAZ—Al XeNM

Démonstration. Observons qu’il suffit de majorer, pour toute racine o € A>—Al,
Pexpression (6.7.1) par

. q*<2plQ,HQ(u))q7(a,HB(a)) . Z 1p(a'Xa), (6.7.3)

XeNM
pour une constante ¢ > 0. On en déduit immédiatement la majoration (6.7.2) pour r~! =
|A2 — A'|. On obtient le majorant (6.7.3) comme conséquence d’une part du lemme 6.7.3

ci-dessous, et d’autre part de la proposition 6.7.1 appliquée aux groupes G = M) et
P =P U

Lemme 6.7.3 Soit S C (NM2) I’ensemble (éventuellement vide) formé des My (F)-orbites
des éléments Y € my(F) tels que Ig(Y) = O. Pour tout X € my(F) Np1(F) nilpotent, on a

65700 = (1IR3 g ),
O'eS
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Démonstration. L’application P — P N M, induit une bijection entre 1’ensemble des
sous-groupes paraboliques P de G tels que Py C P C P, et I’ensemble des sous-groupes
paraboliques de M> compris entre P; N My et M3. Soient P un tel sous-groupe parabolique
deGetY e I{%MZ(X). D’aprés le lemme 4.3.1, on a

Ig(X) = I§. ().
Il s’ensuit que Ig(X) = O si et seulement si Ig(Y) = (0. Donc on a Ig(X) =0 s et
seulement si [ II,J% My (X) € §. L’égalité recherchée s’en déduit. [l
Démonstration. (de la proposition 6.7.1) Soit a € A — AP. Nous allons démontrer la

proposition 6.7.1 par récurrence sur la dimension de l'orbite O. Le cas de 'orbite nulle (0)
amorce la récurrence car, dans ce cas, E((’;iG (X) = 0saufsi X = 0, de sorte que I’expression
amajorer se réduit a g~ 227 HP@) pour a € A% (T1). En se rappelant que 2pp est la somme
des racines de Ty dans Np, on voit que la majoration est obtenue pour la constante

c= q—<2pP—0hT1).

Soient @ I’adhérence de l'orbite O et
0= 3 5w
O'eNG,O'cO
R

ou la somme est prise sur les sous-groupes paraboliques R de G qui vérifient

- P CRCGQG,
~I§(X) c 0.
En utilisant ’hypothése de récurrence, on voit qu’il suffit de majorer ’expression
q_(sz,HP(a)) Z ID(a—IXa)|Eg,G(X)|. (674)
XeNGnp(F)

On utilise ensuite le lemme d’annulation suivant.

Lemme 6.7.4 Soit X € N° Np(F). Supposons qu’il existe un sous-groupe parabolique
mazimal de G qui contienne tous les éléments minimaux pour inclusion de ’ensemble

(Re FO(P) | IS(X) c O). (6.7.5)

Alors on a
P.G _
5 (X)=0.

Démonstration. On suppose ’ensemble (6.7.5) non vide sinon ’annulation recherchée est
évidente. D’aprés le lemme 4.4.1, si R appartient & 'ensemble (6.7.5), il en est de méme
de tout sous-groupe parabolique qui le contient. Donc si {Ry, ..., R,} désigne I’ensemble
des éléments minimaux de (6.7.5), celui-la se décrit comme ’ensemble des sous-groupes
paraboliques de G qui contiennent 'un des R;. Par conséquent, on a

g,c(x)z Z (_1)dim(ag)‘
{R|3i R;CR}
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Soit Q C G un sous-groupe parabolique maximal de G qui contient tous les R;.
Prouvons par récurrence sur n que pour toute famille {Ry,..., R,} de sous-groupes
paraboliques de G inclus dans Q, on a

{RI3iR;CR}

Le résultat est bien connu si n =1 et résulte de la bijection entre les sous-groupes
paraboliques R contenant R; et I’ensemble des parties de Ag,. Si n > 1, on peut écrire

Z (_l)dim(ag) — Z (_l)dim(ag)+ Z (_Ddim(ag)

{(R|FiR;CR} R,CR (R|3i<n R;CR}

{R|Ji<1(R;,R,)CR}

ou l'on note (R;, R,) le plus petit sous-groupe parabolique contenant R; et R,. On a
(Ri, Ry) C Q. L’hypotheése de récurrence implique que chaque somme dans le membre de
droite est nulle. D’ou le résultat. O

Soit Q le sous-groupe parabolique maximal de G qui contient P défini par la condition
A — A2 = {a}. Soit X € NC Np(F) tel que Sg’G(X) # 0. D’apreés le lemme 6.7.4, il existe
un sous-groupe parabolique R tel que

PCR¢Q

et qui est un élément minimal de Pensemble (6.7.5). Soit S = RN Q.

Lemme 6.7.5 On a S C R. De plus, si l’on décompose
X=Xs+U+V
avec Xg e mg(F), U € (mgNug)(F) et V e ng(F), on a

Xs+U ¢ I8 (Xs).

Démonstration. Si S = R, alors R C Q, ce qui n’est pas le cas. Supposons en raisonnant
par absurde que 'on a Xg+ U € ISR (Xs). La transitivité de 'induction (cf. lemme 4.3.1)
implique que l'on a

1E(X) =I§ (Xs) = I§ UE(Xs)) = 1§ (Xs+U) = I§ (X).

Or, on a II? (X) ¢ O puisque R appartient a I’ensemble (6.7.5). On a ainsi prouvé que
l'on a IS(;(X) C O, donc que S appartient & I’ensemble (6.7.5). Mais cela contredit la
minimalité de R. (]

On observe que la fonction |§£’G(X)| est toujours majorée par le nombre de

sous-groupes paraboliques compris entre P et G. Il résulte alors des lemmes 6.7.4
et 6.7.5 que pour prouver la proposition 6.7.1, il suffit de majorer, pour tout sous-groupe

https://doi.org/10.1017/51474748014000292 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748014000292

150 P-H. Chaudouard et G. Laumon

parabolique R ¢ Q qui contient P et toute orbite nilpotente O5 e (WMs) (avec S =
RN Q), expression suivante

g~ b Hp @) Z 1p(a'Xa) (6.7.6)
XeOSNp(F)
Xq—(2p§,Hs(a)) ZlD(a_an)v (6.7.7)
U

ou la somme est prise sur les U € (mg Nng)(F) tels que X + U ¢ I§(X), multipliée par

g~ or-Hr(@) Z 1p(a'Va). (6.7.8)
Veng(F)

Le gain recherché du facteur ¢~ (*H@) va étre apporté par I’expression (6.7.7). Pour

cela, on fixe X € OS5 et on va majorer (6.7.7). L’induite ISR (O%) est 'unique orbite dans
0% Mg ) telle que l'intersection

1§05 N (O & (ngNmp))
soit un ouvert dense. Il existe un nombre fini de polynémes, disons fi,..., fr, dans
F[lsNmg] tels que
(OS5 @ (ngNmp) NV,
pour V =V(f1,..., fr), en soit le fermé complémentaire.

Lemme 6.7.6 Pour tout X € OS, il exriste 1 < i < r tel que le polynome fi(X +-) € FlngN
mg] soit non nul.

Démonstration. Supposons I’assertion en défaut. Il existe X € @5 tel que pour tout
1 <i<r,le polynbme f;(X+-) € F[ng Nmg] soit nul. Prenons un point Y € I§(OS).
Quitte & conjuguer X par un élément de Mg, on peut supposer que ¥ = X + U avec U €
(ns Nmg)(F). Par conséquent, pour tout 1 <i <r,on a f;j(Y)= fi(X+U)=0. Donc
Y e V(fi1,..., fr), ce qui est la contradiction recherchée. O

Pour X € O fixé, soit Vx = V(fi(X +-), ..., /(X +-)). Les polynoémes f;(X +-) sont
non tous nuls d’aprés le lemme 6.7.6 ci-dessus et leurs degrés partiels sont bornés par
ceux des f;, donc indépendamment de X. L’expression (6.7.7) se réécrit donc

g5 Hs(@) Z 1pa~'Ua).
Ue(mpnng)(F)NVx

Par la proposition 5.3.1, cette expression est bornée, & une constante prés qui ne dépend
pas de X, par ¢~ ‘“H@) lorsque a € A9(TY).

Pour conclure, il suffit de prouver les deux assertions suivantes :
— pour a € A%(Ty), 'expression (6.7.8) est bornée indépendamment et la borne ne dépend

que de D et T; ;
—1il existe une constante ¢ > 0 (qui ne dépend que de D et Tj) telle que Pexpression

(6.7.6) soit majorée par

c- Z ID(alea).
XeNM
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Expliquons la seconde assertion (la premiére se traitant de la méme fagon). On a

Z 1p(a 'Xa) < Z 1p@ 'Xa)- Z 1p@ 'Ya).

XeOSNp(F) XeNM Yemg(F)Nnp(F)

Puis, on a, par le lemme 5.1.1, Pexistence de ¢ > 0 tel que pour tout a € A% (Ty)

g~ 2P Hp@) Z 1pa'Ya) < c- 1—[ sup(qiee(D) | 4= (8- H@))
Yemg(F)Nnp(F) ﬁEENPﬁMS
< C- 1_[ Sup(qdeg(D), q7<ﬂvrl>).
ﬂEZ‘NPﬁMS
Cela conclut. O

6.8. Démonstration de la proposition 6.4.1. Si ’on fait la synthése du corollaire 6.5.2,
de la proposition 6.6.1 et du corollaire 6.7.2, on voit qu’il suffit de majorer pour T € a;
I’expression suivante

3 g~ 2P0 Ho@) [T a7« 3 1p@'Xa),

1,2 2_ Al M
aEAQ,e(T) aeA?—A XeNM

ou D est un diviseur sur C, Q € FP(B) et r > 0, les autres notations sont celles des
§§6.6 et 6.7.
Tout d’abord, on observe qu’il existe ¢ > 0 qui ne dépend que de D et T} tel que pour
1,2 .
tout a € AQ’e(T), on ait

1
g~ He @) S 1 Xa) <.
XeNMi
Pour cela, on majore le membre de gauche ci-dessus par
1
g~ %P0 Hlo@) Z 1p(a"'Xa)
Xemj(F)

et cette derniére est le produit des trois expressions suivantes :

g~ 2P0 Ho@) 3 1pa 'Xa), (6.8.1)
Xem((F)Nng(F)
> 1p(a" " Xa) (6.8.2)
Xem; (F)Nn g (F)
et
> 1pa'Xa). (6.8.3)
Xemg(F)

On majore ces expressions & l'aide du lemme 5.1.1. Les deux premiéres sont bornées pour
a € AM\(T)) (a fortiori pour a € Agze(T)). La derniére I'est pour a € AMe(Ty, 0) (donc

a fortiori pour a € Ag?e(T)).
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On est ensuite ramené a majorer I'expression suivante

SO g

acAgl (T) e€A?—A

Soit H = Hg(a) pour a € Agze(T). On écrit
H=H'+H}+H{ + Hg

suivant la décomposition ap = agl EBaf,’lz @agz ®ag. De méme, on écrit T =T! 4+ le +
T2G + T¢. La composante Hg ne dépend pas de H (seulement de ¢). La composante sur
ag' s’écrit
H'= ) (@p. H)B".
Beahi

Comme a appartient en particulier & AM1(Ty), on a (8, H) > (B, T1) pour tout B € AP,
A fortiori, on a (wg, H) > (wg, T1) pour tout B € AP, Par ailleurs, comme a appartient
a APvPA(T, T), on a aussi (wg, H) < (wg, T) pour tout B € AP Tl S’ensuit que la
composante H' vit dans un compact : il n’y en a donc qu’un nombre fini possible. De
plus, pour tout & € A2 — Al et tout B € A1, on a (a, BY) <0 et donc

—(a, H') = = ) (wp, H){a, B)
BeAh
<= ) (@ T, BY) = —(, T").

BeAh

Il existe donc une constante ¢ > 0 telle que pour tout T € E, on ait
_ 1 _ I
oIl a7 <er ] G+ltwe. T [] a7 (6.8.4)
H! aeA2-Al peal aeA2—Al

oil la somme est prise sur ’ensemble (fini) des composantes H' possibles.
Fixons le et regardons les contraintes qui pésent sur H2G . Ce sont celles qui traduisent
les conditions 4 et 5 précédant les remarques 5.2.1. On a donc, pour tout o € A} — A%,

(@, Hy') < (o, T — HY),
qui traduit U'inégalité (o, H) < (a, T). Par ailleurs, pour tout @ € Az, on a
(w, HY)=(w H)> (w,T).

La composante H2G est astreinte & rester dans un polyédre compact qui dépend de H12
et de T. En particulier, le nombre de tels HZG est borné par |P(T, H12)| pour un certain
polynéme P.

Retenons des conditions sur le la suivante (c’est la condition 3 qui précéde les
remarques 5.2.1) : pour tout « € A% — Al7 on a («, le) > (a, le). On observera que
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l'on a (a, T]Z) >0pour T e g. En rassemblant les majorations précédentes, on voit qu’il
existe ¢ > 0 tel que

Z 1_[ q—r(a,HB(u))

acAgl (T)aeA?=A!

— 1 _ 2
<c [T a+l@p. - T ¢« IPa@ DL [T g7,

N aeA2—Al H} aeA2—Al

ou I’on somme sur I’ensemble des composantes H12 possibles. La somme sur H 12 porte sur
un réseau intersecté avec le cone défini («, le) > («, le) pour tout & € A2—Al. On la

majore alors par [Q(T)|-[[,ea2_at q_r(“’le) pour un certain polynéome Q. Finalement,
on a prouvé qu’il existe un polynéme P tel que

Z l_[ q—r(a,HB(a)) < |P(T)] l—[ q—r(a,T).

1,2 cA2_Al cA2_Al
acAg (1)@ o

e

Le résultat est alors évident.

7. Le calcul d’une intégrale nilpotente « réguliére par blocs »

7.1. Enoncé du résultat principal. On continue avec les notations des sections précédentes.
Soient n > 1 un entier et G = GL(n) sur le corps fini F;. Soient By C G et Tp C G
le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures et le sous-tore maximal
diagonal respectivement. On identifie le groupe X*(Ty) des caractéres de Ty a Z" de
la maniére suivante : le caractére donné par la i-éme entrée correspond au i-éme
vecteur de la base canonique de Z". Soit G = GL(n,C). Soient Eo CG et T“o cG le
sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures et le sous-tore maximal
diagonal respectivement. Comme précédemment, on identifie le groupe X*(/TI)) des
caractéres de Tb a Z". Dualement, on a donc une identification des groupes des caractéres
X« (Tp) et X*(Tb) avec Z". On en déduit des isomorphismes

X*(To) =~ X«(T0) et X«(To) =~ X*(Tp)

qui envoient ’ensemble A des racines simples (resp. AY des coracines simples) de Ty dans
By dans celui des coracines simples (resp. des racines) de T dans By.

Soient G' = SL(n) le groupe dérivé de G et Tj = Ty N G’. On a une suite exacte courte
entre groupes de caractéres dont les fléches intermédiaires sont données par les restrictions

0 — X*(G) — X*(Tp) — X*(Ty) — 0.

Les groupes ci-dessus sont des Z-modules libres et, en appliquant le foncteur Homy(-, Z),
on obtient une nouvelle suite exacte

0 — X (Tp) — X«(Tp) — ag —> 0,

ou ag = Homyz(X*(G), Z) et X,(-) désigne le groupe des cocaractéres. Le groupe X*(TO/)
n’est autre que le sous-groupe Z(AY) de X4(Tp) engendré par ’ensemble A des coracines
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simples. En utilisant I'isomorphisme X, (Ty) =~ X*(fo) que l'on a fixé, on obtient une
identification

aG = X*(To)/Z(AY)
ot 'on interpréte maintenant AY comme I’ensemble des racines simples de Tb dans G.
Soit Zg C Tp le centre du groupe G. On a donc un accouplement naturel

Zg xag — C*.

Le groupe X*(G) a un générateur canonique, & savoir le déterminant, ce qui permet
d’identifier ag & Z. On a donc aussi un accouplement

Zgx7L— C*
que ’on note
(z,e) —> z°

Soient d et r des entiers > 1 tels que n = rd. Soit PcGle sous-groupe parabolique
dont le facteur de Levi standard M est isomorphe & GL(d)". Soient M’ = M NG’ et Z%[,

la composante neutre du centre de M’. C’est un tore défini sur C de rang r — 1.
Soit Z¢ la fonction zéta de la courbe C définie par la série formelle

Zc(t) = exp (Z |C(1Fqk>|t"/k> :

k=1

ou F r désigne un corps fini a g* éléments. 11 est bien connu que Zc est en fait une
fraction rationnelle en ¢t de dénominateur (1 —#)(1 —gt). On a d’ailleurs

¢(s)=Zc(g™)
avec les notations du §3.1. On introduit aussi la fonction

Ze) =0 —-qnZc@)

qui n’a pas de pole en t =g~

Soient D un diviseur sur C et
z¢ o) =179 P 207 0 Ze (g7 . Ze (D).

Soit la fraction rationnelle sur j"\(; = ToN G’ définie pour f € fé par

L (1) = ]_[ Z¢ ™)

weAp

ou Az désigne 'ensemble des poids fondamentaux P-dominants de ’T\(; : ce sont des
caractéres de /T\O’. Lorsque P =G (i.e. lorsque d = n), l'ensemble A@ est vide et par
convention, CID’(’:’D(I) = 1. Hormis le cas P = 6, la fraction rationnelle dJ‘é’D(t) a un pole
ent=1.

Soit Wj; le groupe de Weyl de M : Cest le quotient du sous-groupe de G qui normalise
a la fois fo et M par le normalisateur de /fo dans M. Le groupe Wj; a pour ordre r! et
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il agit sur Z5;. On note w -t 'action de w € Wy; sur un élément ¢ € Zg;. On observera
que cette action est triviale sur le sous-groupe Zg. Pour tout r € Zy; et tout z € Zg, on
a donc

w-(1z) = (w-1)z
ce que l'on note simplement w - tz. Pour tout e € Z et tout t € Z%[/, soit

1 e
\Il‘é’eD(t) = — E E 4ol (w-1z).
, n-|Wgl ,

2€Zq weWy;

Cela définit une fraction rationnelle sur Z%I,. Le groupe Zg, est cyclique d’ordre n. En
particulier, pour tout z € Zg,, le nombre complexe 727 est une racine r-iéme de Punité
qui ne dépend que de la classe de e modulo r. Lorsque d =n, on a W5% (1) = 1 pour

tout .
Théoréme 7.1.1

1. La fraction rationnelle \Dg’eD(I) n’a pas de pole ent = 1.

2. Soit O C g(F) lorbite nilpotente des éléments dont la décomposition de Jordan est
formée de d blocs de taille r. Soit Kg,o,(’) la fonction sur G(A) définie en (6.2.1)
pour le parameétre T = 0.

Lorsque e est premier a r, lintégrale ci-dessous, qui est absolument convergente par

le corollaire 6.2.2,
f KS o 0(9) dg
G(F)\G(A)®

- — — — _ d,e
g" D deeDI2gndse=D 75 (7N Zc (g7 . Ze(qgTHWEL ().

est égale a

Remarque 7.1.2 Dans l'expression ci-dessous, on a n(n —d) = dim(Q). L’intégrale et
Pexpression ci-dessus ne dépendent que de e modulo r. Lorsque d = n (cas de l'orbite
nulle), I'intégrande est identiquement 1 et 'intégrale n’est autre que le volume du quotient
G(F)\G(A)°. L’expression ci-dessus se réduit a

2 _ _ _ _
q" eV zEGNZe(qTD) . Ze(gT™)

qui est la formule de Siegel pour le volume. La démonstration du théoréme 7.1.1 utilise
d’ailleurs cette formule sans la redémontrer.

Démonstration. Elle se trouve au paragraphe 7.4. (]

7.2. L’élément X € O. On continue avec les entiers n = dr et les notations sont celles
de la section 3. Rappelons que 'on note O C g(F) l'orbite des éléments nilpotents qui
possédent d blocs de Jordan de taille r. C’est encore 'orbite de I’élément X défini au § 3.2.
Rappelons aussi que le groupe parabolique Py est standard de quotient réductif GL(d)".
Pour tout sous-groupe parabolique standard P de G, il existe une orbite OF e (VMr)
telle que Ig (OP) = O si et seulement si Py C P. Dans ce cas, l'orbite OF est uniquement
définie. On a d’ailleurs OF = Ig) (0). Avec les notations de § 3.2, c’est aussi orbite de XF.
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7.3. Fonctions K 5’ x+ Pour tout sous-groupe parabolique standard P de décomposition

de Levi P = MN, on pose kg’x(g) =0 sauf si Py C P, auquel cas on définit

Kf x(9) = > / 1p((8g) " (X" +U)sg) dU. (7.3.1)
SeM p (FIN(F)\Py(F) /&)

On notera que, par construction, K 5 x est une fonction sur le quotient Py(F)\G(A).

Rappelons que le groupe Myr est le centralisateur dans M de 1'élément X© e m(F,)
deéfini au §3.2. On a Myr C M N Py. Avec la notation (3.5.1) du §3.5, on a

8eMy p (F)N(F)\Py(F)

Soit O l'orbite nilpotente Ig) (0). Pour faire le lien avec les objets du § 6.2, on observera
la relation suivante :

Kho@= Y  KpxG (7.3.3)
e Py(F)\P(F)

d’ou 'on déduit, pour T € ag et g € G(A),

. Gy A ~
K§ro@= > [ > (—l)d‘m<“P>rp(Hp(8g)—T)K}S,X(Sg)}. (7.3.4)
sePy(F)\P(F) LBCcPcG

Le théoréme suivant sera utilisé dans la démonstration du théoréme 7.1.1.

Théoréme 7.3.1 Soit e € Z. L’intégrale suivante est finie pour tout T € ap

/PO(F)\G(AY

Démonstration. Elle occupe entiérement le paragraphe 7.5 ci-dessous. O

. Gy A ~
(—DI™@B) 2o (Hp(g) — THK ] x(8)
BCPCG

dg < oo.

7.4. Démonstration du théoréme 7.1.1. Par le théoréme 7.3.1 ci-dessous et la relation
(7.3.4) ci-dessus, on a 1’égalité

. G ~ ~
[ Kgyoyo(g)dg:[ Y (DD e (Hp(g))K ], x(2) dg. (T.4.1)
G(F)\G(A)® Po(FNGA) ppei

Bien siir, dans I'intégrande ci-dessus, on peut et on va imposer dans la somme sur P de
ne prendre que les sous-groupes paraboliques contenant Py. On peut montrer qu’il existe
une constante c¢ telle que si g € G(A) est tel que

3 ()EmEaR e (Hp () KRS y(8) #0
PyCPCG

alors pour tout @ € Apo, on a (w, Hp,(g)) > ¢ (en fait, cette propriété est déja vraie
pour chaque terme de la somme ; pour le voir, il suffit d’expliciter la fonction K g (&),
cf. lemme 3.5.1 et la démonstration du lemme 3.6.1).
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A Paide du théoréme 7.3.1, on en déduit que pour tout A dans 'ouvert Q de a*;,o défini
par R((A, «")) > 0 pour tout & € Ap,, 'intégrale

f Gln@) N () imE@D e, (Hp () KD v (9) dg (7.4.2)
PO(F)\G(A)E POCPCG

est absolument convergente et que sa limite quand A tend vers 0 est égale & 'intégrale
(7.4.1). Par ailleurs, pour A dans 'ouvert 2, I'intégrale (7.4.2) se calcule terme a terme
ainsi

. G _ ~ ~
D (=pimen) / g~ "M 2p(Hp(2)K ], x (2) dg.
PyCPCG PO(F)\G(A)E

L’interversion se justifie car, comme on va le voir, chaque intégrale ci-dessus est
absolument convergente. Pour s’en convaincre, on écrit a 1’aide de (7.3.2)

/ qf(A,HPO(g»fP(Hp(g))kg,x(g)dg
Po(FO\G(A)*

/ g~ M@ ep (Hp(e) KD ¢ () dg
My p (F)Np(F)(F)\G(A)*

= > i) Ipx(H) -~

HeHpy(G(A)°)

Si A appartient de plus a a;O’R, tous les termes sont positifs et 'interversion est justifiée.
Pour conclure a la convergence absolue des intégrales et a validité de 'inversion, il suffit
de montrer que la série converge absolument. Or, le coefficient I 5’ x (H) est celui défini
n (3.6.1). En particulier, on reconnait dans la derniére expression ci-dessus la série
I?, p(X, A/d) définie en (3.7.1), dont on connait la convergence absolue sur € par la
prbposition 3.8.1.

On en déduit que l'intégrale (7.4.2) est égale a la série I9(X, A/d) définie en (3.7.2).
Le théoréme est alors une simple traduction du théoréme 3.10.2 qui tient compte de la
formule de Siegel rappelée dans 1a remarque 7.1.2. 11 suffit d’identifier par I’exponentielle
le tore ZA, a4 un quotient de aM La somme sur P(M) dans le théoréme 3.10.2 est
remplacee par la somme sur w € Wp;. Il existe un générateur z de Zg tel que 'on ait

4= exp(—2mi/r)

et que les accouplements de z et y avec les poids P-fondamentaux soient égaux. Ces
accouplements sont des racines r-iémes de I'unité. Ce générateur est bien défini modulo
le sous-groupe d’ordre d de Zg,. On peut alors remplacer la somme sur k par la somme
des r premiéres puissances de z, puis, quitte & diviser par n au lieu de r, par la somme
sur tous les éléments de Zg,. Le résultat s’ensuit.

7.5. Preuve du théoréme 7.3.1. Comme dans la preuve du corollaire 6.2.2, on a 1’égalité
entre

. G ~ %
S (DD 0 (Hp(g) — TIRE 4 (g)
BcPcG
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et
S TpHe@1 ) Y (=D (Hp () RE (9):
BcQcG BcPcQ
la fonction F’Q ci-dessus est celle qui apparait dans (6.3.1). On se restreint dans la somme
ci-dessus aux sous-groupes paraboliques Q qui contiennent Py, sans quoi leur contribution
est nulle. On a la formule suivante de descente pour Po C P C Q, m € Mg(A) et n €
Ng(A)

K i - =~ PNM
Kg,x(nm) = q<2PQsHQ(m)>qd1m(NQ)(1 gc+deg(D))KD’”X Q(m).

Ici, I%gl%mp est I'analogue évident de (7.3.1) pour le groupe M. Il s’ensuit que 'on a
pour Py C Q par décomposition d’Iwasawa

: 0, . ~ .
/ Tp(Ho(®). T)| Y (=" 2C(Hp(9)K}] x(g)| dg = g™mNe)dee(D)
PO(F)\G(A)e BCPCQ

Mp(Hom), )| 3 (=D (Hpm) R 8" ()| dm.

“
(MoNPy)(F)\Mg(A)NG(A)® BCPcQ

Si Q C G, alors Mg est un produit de groupes linéaires de rang strictement plus petit
que celui de G. L’intégrale ci-dessus se décompose en une somme finie de produits.
En raisonnant par récurrence comme dans la preuve du corollaire 6.2.2, on peut donc
supposer que, pour Q C G, l'intégrale

. N -
/ Moo )| Y (—) ™Dt (Hp(e)RE 1 (9)| dg
PO(F)\G(A)B BCPCQ

est absolument convergente. Il suffit alors de prouver le théoréme 7.3.1 pour un seul
élément T, par exemple un élément assez profond dans la chambre de Weyl positive, ce
que ’on suppose dans la suite.

Lemme 7.5.1 Pour tout T € ag, on a ’égalité entre

Z (_1)dim(a?>fp(Hp (g) — T)I?E,x(g)

BCPCG
et
DD D D D e
BCPICPCG SePI(F\G(F) {PeFP2(P)|5eP(F)}

Démonstration. On utilise (5.2.2) pour avoir

G B .
Z (—1)dlm(ap)‘[p(Hp(g)—T)Kg‘x(g) — Z (_l)dlm(aP)
BCPCG BCcPcCG

< | Y > FPg. T)tf (Hp (89) —T) | tp(Hp(g) — THK ] x(3).
BCP|CP 8P (F)\P(F)
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On a Tp(Hp(g)—T)=71tp(Hp(g)—T) pour § € P(F). Puis, on utilise la formule
d’inversion d’Arthur '[51 STp = chpch 0;,)12 (cf. [5], formule (8.2)). On obtient

. G P ~
= > (=nIm@R N FP(sg, T)op (Hp (88) — T)K ], x(2).
BCP,CPCP,CG 8eP1(F)\P(F)
Pour obtenir le lemme, il suffit d’inverser les sommes sur P et sur §. O

En tenant compte du lemme 7.5.1 ci-dessus, on voit que le théoréme 7.3.1 résulte du
lemme suivant.

Lemme 7.5.2 Soient e € Z et Py C Py des sous-groupes paraboliques standards de G. Il
existe un point T € a‘g tel que l’intégrale ci-dessous soit finie

Py, P im@%) &
/ Y. x6 Yo DIERRE ()| dg < 0.
PoENGAY ¢ p (F\G(F) {PeFP2(P))|5eP(F))
(7.5.1)
Démonstration. Traitons d’abord le cas P; = P,. Si P; # G, la fonction XY{)I’Pz est nulle

et le résultat évident. Si P = P, = G, l'intégrale se réécrit

/ Fo@. T Y 1n(e'Xg)dg
Po(F\G(A)® 3€Gx (F)\Py(F)

ou encore

/ FO(.T) )  1p(g~'Yg)dg.
G(FNG(A) =

Cette derniére est prise sur un ensemble compact ; la convergence est donc évidente. On
suppose désormais P; C P,. Effectuons quelques manipulations sur l'intégrale (7.5.1).

Elle s’écrit encore
/ > >k 6kg)
G

(NG 3¢ Py (F)\G(F) 8€ P, (F)\G(F)

. Gy ~
x > (DMK ¢ (Sog)| dg.
{(PeFP2(P)|5eP(F))
Par le changement de variables § > 83p, elle est égale a

fG Yoo ox e ).

NGB ¢ p (FV\G(F) 80€Py(F\G(F)

. Gy ~
x > (=DIMPK v (Sog)| dg.
(PeFP2(P)I8sy e P(F))

Rappelons que K 5 x est invariante & gauche par Py et méme nulle si Py ¢ P. Dans ce

cas, la condition 880_1 € P(F) ne dépend que de la classe modulo Py(F) de dg.
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Par un nouveau changement de variables 8y — 808!, on obtient

/G Yoo e )]

NG s p(F\G(F) 80€Po(F)\G(F)
. Gy ~
x > (—DIMCPKE ¢ (80d2)| dg
{PeFP2(P) |5y eP(F))
_ PP, dim(a$) P
= xr' Q) (=D)TPK ] x(80g)| dg-
/P]<F>\G(A)f Z Z

S0 Po(FI\G(F) |{PeFP2(P))|8oeP(F)}
A ce stade, on utilise la décomposition d’ITwasawa pour voir que (7.5.1) est égale a

= / q*<2p1aHP1(m))X7{)I>P2(m)
M (F)\M(A)NG(A)®

x / 3 3 (—=D)Im@RD P (Snm)| dndm.
NUENNIR) s po(FN\G (F) {PeFP2(P)|5eP(F))

On utilise ensuite les deux lemmes suivants.
Lemme 7.5.3 Pour tous § € Py(F)\P(F), n € Np(A) et m € Mp(A), on a

kgyx(gnm) — qdim(nP)(deg(D)-i-l—gc)+<20P,HP(m)> Z ID(m_lYm).

{Yemp(F)NS~Ing(F)3IIS (X)=0O)

Démonstration. On observera que les deux membres de 1’égalité sont nuls si Py ¢ P. On
suppose dans la suite Py C P. Pour tout g € G(A), on a

Kpx(8) = > f 1p(g ' ¢ X5+ U)g) aU.
BeMyp (F)\(PNM)(F) * (&)

Pour 6 € Myr(F)\(PoN M)(F), les éléments 8~ 1XPs sont précisément les éléments Y €
no(F)Nm(F) tels que II(J;(Y) = O (cf. section 4). Par conséquent, pour tout § € P(F),
on a

Kp x(g) = > / 1p(g~ ' (Y +U)g) dU.
{YeNMPNs—1ng(F)8|1S (X)=0) na
Le lemme s’en déduit aisément (cf. la preuve du lemme 6.5.3). O

Lemme 7.5.4 Il existe un point Tp tel que pour tous T € Tp +ag, 8 € P(F), ne Ni(A)
et m € Mi(A) tels que XY{)"PZ(m) £ 0, on ait

R, (5nm) =g im)@ee(D)+1=g)2pz.Hry (m) Z 1p(m~'Ym).
{Yep (F)Nmy(F)NS~ng(F)8| I (V)=0}
(7.5.2)
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Démonstration. Elle est semblable & celle du lemme 6.5.4, le réle du lemme 6.5.3 étant
ici joué par le lemme 7.5.3. O

Posons
Py, P im(a3
£05 (0N = 2 (-1
{PeFP2(P)I5eP(F),IS (Y)=0)
et
~Py,P P
whm= T g
{8€Po(F)\G(F)|Y €8~ 1ng(F)8)

Des lemmes 7.5.3 et 7.5.4, on déduit la majoration suivante pour l'intégrale (7.5.1) (& une
puissance de g prés qu’il est inutile ici de préciser)

q_(zplz’HPI(m»)(;)l'Pz(m) Z 1p(m='yYm). Eg“Pz(Y) dm.

/M‘(F NGRS YeNM20p, (F)

On utilise ensuite le lemme suivant dont la preuve (omise) est mot pour mot celle de
la proposition 6.6.1 (les notations sont celles du §6.6).

Lemme 7.5.5 Pour tout diviseur D, il existe
— un diviseur D' sur C,

—un point Tp € a;,

— pour tout Q € FP1(B), une constante cg>0

tels que pour tout T € Tp —I—a;, l’intégrale

g~ oLl PPy ST AT ymy - B (V) dm (7.5.3)

/ MM NG YeN ™20, (F)

se magore par la somme sur Q € FP'(B) eta e AE?E(T) de

0 2,H _ ~ Py, P,
co-q (205, Ho (@) Z 1p/(a lth)'mo1 *(Y).
YeNM2np, (F)

Comme dans la preuve de la proposition 6.4.1 (cf. §6.8), ce qui précéde montre que
le lemme 7.5.2 est une conséquence du lemme 7.5.6 suivant. Cela conclut la preuve du
lemme 7.5.2. (]

Lemme 7.5.6 Soit Py un sous-groupe parabolique standard de G. Pour tout diviseur D
sur C et tout a € A — APV il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout a € A% (Ty),
on ait

g @@ N 1p@ ! Ya) BACY) <cgm @M@ N 1@ Ya).
YeNGnp(F) YeN M
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Démonstration. Soit ¥ € N9 Np;(F). Rappelons que l'on note Py le sous-groupe
parabolique standard qui vérifie Ig) (0) = O. Son facteur de Levi est isomorphe & GL(d)".

On a
ES’G(Y) _ Z Z(_l)dim(a,‘?)
P

5
ol la premiére somme porte sur les sous-groupes paraboliques P tels que Py soit conjugué
a Py et Y e nj(F). La seconde somme porte sur les sous-groupes paraboliques P qui
contiennent Py et P, et tels que Ig(Y) =0.

Soit Pj un sous-groupe parabolique conjugué & Py qui contient Y dans son radical
unipotent. Soient M|, un facteur de Levi de Pj et A son centre. Soit Af les « racines
simples » de A;, dans n;. Pour tout «, soit n, l'espace de poids . On identifie en
tant qu’espace vectoriel ny & gl(d). La somme @, AW est un supplémentaire dans ny,

(7.5.4)

de Palgebre dérivée [ng, ny]. Soit Q le sous-groupe parabolique contenant Pj tel que
I'ensemble des racines simples de Aj, dans Np soit exactement ’ensemble des racines
a € Aj telles que la projection de Y sur ny (qui est une matrice carrée de taille d) soit de
rang < d. L’ensemble des sous-groupes paraboliques P tels que Pj C P et IE(Y ) =0
admet alors une description simple : c’est exactement l’ensemble des sous-groupes
paraboliques compris entre Pj et Q.

Dans (7.5.4), le terme associé a P est toujours nul sauf si Py, le plus petit sous-groupe
parabolique qui contient Pjet P, est égal & Q, auquel cas il vaut 1. Par conséquent, on a

q—(zmﬁHl(tl)) Z lD(a_lYa)Eg’G(Y) < ZZq_<2p1’Hl(a))le(a_lYa)
YeNCNp (F) Q P Y
(7.5.5)
ol les sommes portent sur

— les sous-groupes paraboliques Q contenant Py,

— les sous-groupe paraboliques Pj C Q tels que Pj est conjugué a Py sous G(F) et le plus
petit sous-groupe parabolique contenant P et P(; est Q,

—les éléments Y € p1(F)N nE)(F) tels que la projection de Y sur mgp appartienne & Ig, 0)
0
et celle de Y sur ng appartienne & I'ensemble des éléments de ng(F) dont I'image dans
n/[ng, ng] (identifié & gl(d)") est formée de « blocs » de rang < d.

Il reste & majorer le terme de droite de (7.5.5). Pour cela, on fixe un sous-groupe

parabolique Q comme dans ce terme (il n’y en a qu'un nombre fini). Soit & € A — A1
Cette racine détermine un sous-groupe parabolique maximal R qui contient P;.
Supposons tout d’abord @ C R et donc ng C ng. Pour tout Pj C Q comme ci-dessus,
soit VP(; C ng le fermé formé des Z € ng dont I'image dans ng/[n, n] (identifié a gl(d)")
est formée de « blocs » de rang < d. Il s’agit d’un fermé défini par des polynémes dont le
degré est borné. Dans ce cas, on a la majoration suivante (P et ¥ sont comme ci-dessus)

Zq_<2p]’H1(a))ZlD(a_lYa) < Zq—(Zpl,Hl(a» Z lD(a_l(YQ—l—Yg—i—YR)a)
P Y 7

YQ,Yg,YR

(7.5.6)
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otl, dans le membre de droite, Pj est comme ci-dessus, Y9 parcourt les éléments de
mo(F) Np1(F) Nny(F) N IPQ(;(O),

Yg parcourt ng(F) Nmg(F) et Yg parcourt VP(;. Il résulte de la proposition 5.3.1 qu’il
existe une constante ¢ > 0 telle que pour a € A%(Ty),

q_QPR,HR(G)) Z lD(a_l(YR)a) < C.q—(ot,Hg(a)).
YREVP(;

Observons ensuite que l'orbite 7 1?, (0) ne dépend pas du choix de Py C Q. C’est d’ailleurs
0

l'orbite que 'on a notée O précédemment. De plus, si ¥ € mo(F)N Ilj(,z, (0), il existe un
0

unique Pj C Q tel que Y € ny,. Il s’ensuit que I'on obtient le majorant suivant pour (7.5.6)

c-q @) q7(2le,H1(a)> Z 1p(a'Ya)
Yep(F)nmg(F)
Le terme entre crochets est un majorant grossier, mais qui est borné pour a € A%(Ty)
(cf. lemme 5.1.1). Cela conclut lorsque Q C R.
Supposons ensuite que l'on a Q ¢ R. Alors RNMg C Mo est un sous-groupe
parabolique maximal de M. Toujours par le lemme 5.1.1, pour a € AS(T)), la somme

q—<2PQaHQ(a)> Z ID(a_lYa)
Yeno(F)

est bornée. Quitte & remplacer G par Mg et P par Mg N Py, on voit qu’il suffit de traiter
le cas Q = G. 1l s’agit donc de majorer la quantité suivante

Zq—(Zp],H](a)> Z lD(a_1Ya) (757)
P YeONp (F)Nny(F)

ou la premiére somme est prise sur les sous-groupes paraboliques de G conjugués a Py

tel que le plus petit sous-groupe parabolique qui contienne & la fois P(; et P; est G
lui-méme. Pour tout Y € pj(F),onaY € Ig(Y). Si, de plus, Y € ONp(F) Nny(F) ou Py

est comme ci-dessus, alors Y appartient au fermé de 1 g (Y) complémentaire de I g (Y). En

effet, supposons le contraire : si Y € Ig(Y), on a IS(Y) = (. Dans ce cas, la projection
Y® de Y sur mg (relativement & la décomposition v = mg @ ng) est aussi « réguliére par
blocs ». Il existe donc un sous-groupe parabolique Pj C R qui est G-conjugué a Py tel
que Y e nj(F) et Yp eI 11%’ (0). Un tel sous-groupe parabolique Pj est nécessairement le
stabilisateur des drapeaux des images itérées de Y. On a donc Pj = Pj. En particulier,
on a Pj C R. Maintenant, R contient Pj et Pj, donc par hypothése sur Pj, on a R = G,
ce qui contredit 'hypothése que R est maximal.

Comme on I’a déja utilisé, pour tout ¥ € O, il existe un unique sous-groupe parabolique
P§ conjugué a Py tel que Y € nj. On peut donc majorer (7.5.7) par

g~ o1 Hi(@) Z 1p(@'Ya). (7.5.8)
{YeOnp (F)|Y¢I§ (V)
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On obtient alors le majorant voulu par le méme raisonnement que dans la preuve de la
proposition 6.7.1 (plus précisément dans la majoration de (6.7.7)). O
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