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Algebres quasi-commutatives et carrés de
Steenrod

Bitjong Ndombol et M. El haouari

Résumé. Soit k un corps de caractéristique p quelconque. Nous définissons la catégorie des k-algebres de
cochaines fortement quasi-commutatives et nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour que
I'algébre de cohomologie a coefficients dans Z, d’un objet de cette catégorie soit un module instable sur
I'algébre de Steenrod a coefficients dans Z;.

A tout c.w. complexe simplement connexe de type fini X on associe une k-algébre de cochaines fortement
quasi-commutative; la structure de module sur I'algébre de Steenrod définie sur I'algébre de cohomologie de
celle-ci coincide avec celle de H* (X; Z).

Abstract. We define the category of strongly quasi-commutative cochain k-algebras, where k is a field of any
characteristic p. We give a necessary and sufficient condition which enables the cohomology algebra with
Z,-coefficients of an object in this category to be an unstable module on the Z-Steenrod algebra.

To each simply connected c.w. complex of finite type X is associated a strongly quasi-commutative model
and the module structure over the Z,-Steenrod algebra defined on the cohomology of this model is the usual
structure on H*(X; Z).

1 Introduction

Soit k un corps de caractéristique p quelconque; toutes les structures algébriques que nous
considérons dans la suite, si aucune précision supplémentaire n’est donnée, ont pour corps
de base k.

Soit (X, %) un c.w. complexe simplement connexe de type fini. Adams et Hilton [1]
construisent une k-algebre de chaines libre (A(X),d) et un morphisme d’algébres de
chaines Ox: A(X) — C.(©2X;k) qui induit un isomorphisme en homologie. Ce modeéle
est appelé modéle d’Adams-Hilton de X.

Considérons la diagonale A: X — X x X, on a le morphisme j o A(A):AX) —
A(X) ® A(X) ou A(A) est induit par la diagonale au niveau des modéles d’Adams-Hilton
et j est le morphisme construit par Adams et Hilton [1, p. 322]. D. J. Anick [2] observe
que pour qu’une algébre de chaines soit un modele d’Adams-Hilton d’un espace topolo-
gique, il faut qu’elle soit munie d’une diagonale. Il définit alors la catégorie des algebres de
Hopf a homotopie prés et montre que tout objet de cette catégorie, sous certaines condi-
tions de connectivité, est I'algébre enveloppante d’une algébre de Lie. En particulier lorsque
p = 0, toute algebre de Hopf a homotopie prés est un modéle d’Adams-Hilton d’un espace
topologique.

Recu par les éditeurs le 5 février 1998; révisé le 25 septembre 1998.

Classification (AMS) par sujet : 55P62, 55S05.

Mots clés: algébres de cochaines (fortement) quasi-commutatives, T(V )-modéle, carrés de Steenrod, quasi-
isomorphisme.

©Société Mathématique du Canada 1999.

49

https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3

50 Bitjong Ndombol et M. El haouari

Notons C*(X; k) I'algebre des cochaines normalisées de X a coefficients dans k; c’est
une algébre de cochaines connexe, cohomologiquement 1-connexe de type fini. Une telle
algébre posséde un modéle libre minimal (T(V),d) unique & isomorphisme prés [8].

La diagonale A: X — X x X induit un morphisme d’algebres de cochaines C*(A):
C*(X x X) — C*(X). Rappelons que le morphisme d’Eilenberg-Zilber EZ:C*(X x X) —
C*(X) ® C*(X) est un isomorphisme en cohomologie.

Grace a ce morphisme d’Eilenberg-Zilber et en appliquant deux fois le lemme
de relévement [8], on construit un morphisme d’algebres de cochaines ux: M (C*(X) ®
C*(X)) — M(C*(X)) qui prolonge la codiagonale V: M (C*(X) [TC*(X)) — M(C*(X)).
Signalons que la notation M(A) désigne le modele libre minimal de A lorsque celui-ci existe.

Le morphisme uyx sera appelé dans la suite quasi-multiplication. Pour qu’une algébre de
cochaines soit susceptible d’étre un modeéle des cochaines (normalisées) d’un espace topo-
logique, il faut qu’elle posséde une quasi-multiplication et que son algébre de cohomologie
a coefficients dans Z, soit un module sur la Z,-algebre de Steenrod. Cette observation est
le fondement de ce travail.

La notion d’algebre de cochaines quasi-commutative est duale de la notion d’algébre
de Hopf a homotopie pres de D. J. Anick [2], via le foncteur dual de la bar construc-
tion. Comme question ouverte, D. J. Anick se demande [2] s'il est possible d’améliorer
son modeéle afin de pouvoir inclure les opérations de Steenrod. Nous montrons que la seule
donnée de la diagonale ne permet pas d'y parvenir. En effet, il est montré, au paragraphe 3,
qu’il est possible de définir plusieurs familles de cup-i-produits sur une algébre de cochaines
quasi-commutative. En fixant un choix, nous définissons une nouvelle catégorie que nous
appelons la catégorie des algebres de cochaines fortement quasi-commutatives et nous don-
nons une condition nécessaire et suffisante due en substance & S. R. Bullet et 1. J. Macdo-
nald [6] pour que la cohomologie a coefficients dans Z, d’un objet de cette catégorie soit
un module instable sur la Z,-algébre de Steenrod. Il est établi au paragraphe 5 que tout
c.w. complexe simplement connexe de type fini X possede un modele fortement quasi-
commutatif. La structure de module de la cohomologie de ce modéle sur la Z,-algebre
de Steenrod est exactement celle de H*(X; Z;). Ce modéle fortement quasi-commutatif
est un enrichissement du modele d’Halperin-Lemaire qui permet la lecture au niveau du
modeéle des Uj-produits d’'un c.w. complexe simplement connexe et cohomologiquement
de type fini. Signalons pour clore cette introduction les récents (et intéressants) travaux de
M. Karoubi sur ce sujet a I'aide des formes différentielles non commutatives [9], [10], [11].

2 Quelques outils d’homotopie algébrique
A Notion d’homotopie dans k — DGA}

Notons k — DGA7 la catégorie des algebres des cochaines sur k cohomologiquement 1-
connexes de type fini. Soit (T(V), d) une algebre différentielle graduée libre. La suspension
de V est I'espace vectoriel sV défini par : (sV)" = V™1,

On note par sv I'élément de sV qui correspond a I'élément v de V.

Le cylindre sur (T(V),d) est l'algebre différentielle libre graduée 1(T(V),D) =
TV @& V" @ sV,D) ou V' et V" sont deux copies de V, et ou la différentielle D est
donnée sur les générateurs de V/ et V” comme dans (T(V),d), et pour tout v € V on
pose Dsv = v’ — Vv — S(dv) ouS: T*(V) —» T(V' @ V" @sV)estla (j’ — j”)-dérivation
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de degré 1, qui prolonge I'isomorphisme de V — sV qui envoie v sur sv, avec j’ et j” les
inclusionsde T(V) dans T(V' & V" @ sV) définies par j'(v) = v’ et j”’(v) = v".

En particulier on a I'identité j’ — j” = Sd + DS.

S'il N’y a aucune ambiguité, le cylindre sera noté (T(V eV e sV),D) au lieu de
(TV' V" @sV),D).
Définition 2.1 Soit (B, dg) une algébre difféerentielle graduée libre ou non, et f,g:
(T(V),d) — (B,dg) deux morphismes dans k — DGA;. On dit que ces deux morphismes

sont homotopes s'il existe H: | (T(V), d) — (B, dg) un morphisme dans k — DGA; tel que
le diagramme suivant soit commutatif :

(T(v),d)

H

(T(V @V @sV),D) (B,d)

(T(v),d)

Etalorsf —g=Ho j)—Ho j” = HSD — dHS.
Deux tels morphismes sont égaux en cohomologie.

B T(V)-modele et lemme de relevement

Deux c.w. complexes 1-connexes X et Y ont le méme k-type d’homotopie s'il existe une
suite (Si)™1 de c.w. complexes vérifiant : So = X, Sp+1 = Y et telle qu'il existe des applica-
tions continues fi:S; — Si+1(i = 0,...,n) induisant des isomorphismes en cohomologies
a coefficients dans k.

Une définition plus faible peut étre donnée en termes de TV -modéles. Rappelons cette
derniére : soit X un c.w. complexe 1-connexe a cohomologie de type fini. Dans [8] S. Hal-
perin et J. M. Lemaire associent a X une k-algébre différentielle graduée libre (T(V),d)
avec un quasi-isomorphisme

@1 (T(V),d) = C*(X; k)

vérifiantdv c T=?(V) (condition de minimalité) et oti C*(X; k) est I'algébre des cochaines
normalisées de X & coefficients dans k.

Ce modele est appelé modéle libre minimal de X a coefficients dans k. A isomorphisme
prés, V est déterminé par

V" 22 Hom (Hpe1(Q2X; k), k) = H™1(QX;K).
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Si deux c.w. complexes 1-connexes X et Y ont le méme k-type d’homotopie alors ils ont le
méme modéle libre minimal sur k.

En fait, Halperin et Lemaire construisent le modéle libre minimal de toute algébre de
cochaines (A, da), 1-connexe et de type fini. C’est un quasi-isomorphisme ¢: (T(V), d) —
(A,da) ol (T(V),d) vérifie la condition de minimalité.

Lemme de relévement 2.2 Considérons le diagramme commutatif suivant dans la catégorie
des algébres de cochafnes conomologiquement 1-connexes de type fini,

T(V) —— T(Y)

| )

TV &W) — T(U)

dans lequel i est une extension libre et ) un quasi-isomorphisme.

Il existe un morphisme h: T(V ®@W) — T(Y) telque hoi = g ety o h homotope a f.
Le relevement h est unique a homotopie pres (relativementa T(V)).

C Modele du produit tensoriel (T(V) ® T(V),dv®v )

Nous rappelons ici la construction du modéle libre minimal d’un produit tensoriel [4].
Soit (T(V), d) une algebre de cochaines libre minimale cohomologiquement 1-connexe.
La désuspension de V est I'espace vectoriel s~V défini par (s~1V)™! =V,

Considérons I'algébre tensorielle (T (V'aV"®s (V' @Vv")), d) ouV’etV” sont
deux copies de V.
Pour tout v/ € V" on a une application linéaire :

sV =TV eV &s (V' @v"))
Vs S (V) =V #V =57V @ V).
On prolonge 4, en une dérivation sur T(V’) qu’on note encore -,

STV =TV @V &s i (V @sv")
VI® @V = dw(Vp® - @ V) =(Vy®---®@Vp) #V".

Ce procédé définit une application linéaire
SV Der(T(\/’),T(V’ BV @ sV ®5V”)))

v’ - 5\,// .

Puisque Der (T(V’), TV eV’ ®s (V' @V ”))) estun T(V'")-bimodule, on prolonge
alors ¢ par dérivation sur T(V").

https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3

Algébres quasi-commutatives et carrés de Steenrod 53

Fixons une fois pour toutes la notation suivante : poura,b € T(V),a#b = dp(a).

Considérons Dy: T(V/ @ V" @ s~V @ V")) — T(V @ V" & s} (V' @ V"))
I'opérateur de degré +1 défini sur V'’ et V" par d comme dans T(V) et surs~1(sV/ @ V")
par Dy (V' #V") =V @V’ — (=L)VIVIV" @ v — (8" # V" + (—1)V IV # 6v").

On vérifie aissment que D? = 0 et que (T (V'eV"es (V' @sVv")), Dl) est le modéle

libre minimal de (T(V) ®T(V), d) . §'il n'y aaucune ambiguité, nous écrivons dans la suite
T(VeVaes (Vo)) aulieudeT(V' &V &s (V' @V")).

D Algebres de cochaines quasi-commutatives [4]

Définition 2.3 Une algébre de cochaines quasi-commutative est la donnée d’un triplet
(A, da, pa) ol (A, da) = (T(V),d) une algebre de cochaines libre de type fini et 1 une
classe d’homotopie de morphismes d’algébres de cochaines de A ® A dans A qui prolonge
la codiagonale V: AII A — A vérifiant ;

@ wpaol[T]= pa,
(0) pao(pa®1) = pao(l® pa),

ou T est I'isomorphisme de transposition
TARA—-ARA

a®@b— (-1)Phga.

Définition 2.4 1) Une algebre de cochaines 1-connexe et de type fini est quasi-commuta-
tive si son modele libre minimal I'est.

2) Soient (A, da, ua) et (B, dg, ug) deux algébres de cochaines quasi-commutatives et
f:(A,da) — (B,dg) un morphisme d’algébres de cochaines. On dira que f est un mor-
phisme d’algebres de cochaines quasi-commutatives si :

([f1o 'u’A)reI AIIA — (heolf® f])rel AIIA®

Définition 2.5 La catégorie formée des algebres de cochaines quasi-commutatives et des
morphismes ad hoc sera notée k — Qdga*.

Si (A, da, 12a) est une algebre de cochaines quasi-commutative, tout représentant de ua
est appelé quasi-multiplication.

Remarques 2.6 1) Il est clair que Ialgebre de cohomologie a coefficients dans k d’une
algebre de cochaines quasi-commutative est commutative (au sens gradug).

2) Exemple-Lemme [4] : @) Soit X un espace topologique simplement connexe ayant
le type d’homotopie d’un c.w. complexe de type fini. Notons C*(X; k) son algébre de co-
chaines singuliéres normalisées a coefficients dans k, alors C*(X; k) est quasi-commutative.

b) Si f:X — Y est une application continue entre espaces topologiques simplement
connexes, alors f:C*(Y;k) — C*(X; k) est un morphisme d’algébres quasi-commutatives.
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3 Cup-i-produits sur une algebre de cochaines quasi-commutative

Le but de ce paragraphe est la construction d’applications linéaires Ui: T(V) @ T(V) —
T(V) de degré —i qui soient des cup-i-produits. Ces applications nous permettront de
définir des carrés de Steenrod.

Soit alors (A, da, pa) un objet dans k — Qdga;. Puisque son modele minimal (T(V), d)
est quasi-commutatif, il existe un morphisme d’algebres de cochaines uy: M (T(V)®T(V ))
— T(V) qui prolonge la codiagonale V: T(V & V) — T(V) ol M(T(V) ® T(V)) est le
modeéle libre minimal du produit tensoriel T(V) @ T(V).

Définition 3.1 Une application linéaire f: T(V) ® T(V) — T(V) est une bi-dérivation de
degré —isi: V(x,y,z) € V3,

f(x®yz) = f(x® y)z + (=)W f(x @ 2)
f(xy ®2) = ()P f(x @ 2)y + (~1)Mxf(y @ 2)

Construction d’une bi-dérivation

Soit f:V ® V. — T(V) une application linéaire de degré —i. On va construire la bi-
dérivation associée a f.
Soitv € V, on définit :

f:V = T(V)
u— f,(u) = f(veu).

On prolonge ensuite f, par dérivation sur T(V). On note toujours f,: T(V) — T(V) la
dérivation ainsi obtenue. Ce qui nous donne une application linéaire :

f1v — Der (T(V),T(V))

Vi .

Mais Der(T(\/), T(V)) étant un T(V)-bimodule, on prolonge f en une dérivation sur

T(V) gu’on note encore f.
La bi-dérivation associée a f est alors :

ETV)RTV) = T(V)
x®y - fxoy) = fx)y).
Onpose U; =0pouri < 0,etUp: T(V) @ T(V) — T(V) est le produit de T(V).

Définition du cup-1-produit Le U;-produit est la bi-dérivation associée a I'application
linéaire de degré —1:

wV eV —=TV)
UV uy(u#v).
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Définition des cup-2-produits Notons T, I'isomorphisme de M (T(V) ® T(V)) sur lui
méme induit par I'isomorphisme de transposition T: T(V) @ T(V) — T(V) ® T(V). Par
définition py o T est homotope a py (relativementa T(V & V).

Si 1(T(V) ® T(V)) désigne le cylindre sur T(V) ® T(V), qui est aussi le cylindre sur
M (T(V) ® T(V)), on a une suite de morphismes d’algébres de cochaines, indexée par I';,

Ho2: | (M (T(V) ®T(V))) — T(V), ap € T'5, qui sont des homotopies entre py o T et uy,
(relativementa T(V & V)).
On définit pour chaque o, € T', une application linéaire de degré —2:

U2V eV = T(V)
U®Vi— Hy?2(su® sv)

et Us2: T(V) @ T(V) — T(V) est alors la bi-dérivation associée a U3?2.

Définition des cup-n-produits (n > 3) Soit I(T(\/),d\,) le cylindre sur I'algébre libre
minimale (T(V),dy). On sait que I(T(V),dy) = (T(V &V @ sV),D) et qu'on a un
quasi-isomorphisme surjectif p: (T(V eV dsV), D) — T(V) qui prolonge la codiagonale
V:T(V &V) — T(V) et qui envoie sV sur 0.

Lisomorphisme différentiel To:T(V & V @ s7(sV @ &V)) — T(V @ V @
sV ® sV)) envoie la premiére copie de V sur la deuxiéme et inversement, et
Tos1(su @ sv) = (1) V*VIuls=1(sy @ su). De méme T induit un isomorphisme diffé-
rentiel Tq: | (M (TV)® T(V))) — | (M (TV)® T(V))) tel que le diagramme suivant

|(M(T(V)®T(V))) 2 M(T(V) ®T(V))

T1 To

(MTV)@TV))) > M(TV) & TV))

commute a homotopie preés.

https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3

56 Bitjong Ndombol et M. El haouari

Fixons a; € T'; et observons le diagramme :

M(T(V) © T(V))

ap

M(TOV) & TV)) <= 1(M(TOV) ® (V) ——— T(V)

To T1 =

a2

M(TOV) @ TV)) < 1(M(TOV) ® (V) ) ——= T(V)

uvoTo

M(T(V) ® T(V)).

Posons pour simplifier les écritures H, = Hy2.
Puisque Hy o j' = puy etpo j =1Id,onaHyo j  =puy opo j.
Comme j'op ~ Idonaalors Hy ~ uy o p.

Or H, est une homotopie entre py o Tg et py, donc Hy o j/ = py o Toetpo j/ = Id,
de sorteque Hy o j” = uy o Tg o p o j” et par conséquent H, est homotope a uy o Tg o p.
Mais To o p = p o Ty; on en déduit alors que H, est homotope a iy o p o T;. C'est-a-dire
finalement que H, est homotope a H, o T; et les deux coincident sur | (T(V &) V)).

Il existe alors H3®: IZ(M (TV)® T(V))) — T(V), az € T's, une suite de morphismes

d’algebres de cochaines, indexée par I's, qui sont des homotopies entre H, et H, o Ty (rela-
tivementa 1(T(V & V))).
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On définit ainsi une application linéaire de degré —3 :

U;“:v @V — T(V)

u® Vv Hz%s(su ® sv)

dont la bi-dérivation associée est un cup-3-produit encore notée U3®. Remarquons que la
construction des U3* dépend du choix de a;; € T's.

Fixons ax € T'x pour tout 1 < k < n + 1 et supposons qu’on ait construit Us" de degré
—n pour n > 3 a partir d’une homotopie H" entre H;™7' et Hy"7' o Tn_, (relativement a
I"=2(T(V & V)) ol Tq_, est un relévement itéré de T) :

T s I”‘Z(M(T(V) ®T(V))) - I”‘Z(M(T(V) ®T(V)))

et 1"=2 est le cylindre itéré (n — 2)-fois. On montre comme dans le cas n = 2 que HZ»
est homotope & H3" o T,_; (relativement & I”—1<M TV @ V)))) et qu'on a par consé-
quent une suite de morphismes d’algébres de cochaines, indexée par I'ne1, Hpmt:
I”(M(T(V) ® T(V))) — T(V), ans1 € The, qui sont des homotopies entre Ho» et
Han o T_3 (relativement a I“—l(M (T @V)))).

On définit alors une application linéaire de degré —n —1:

Qn+1
Un+1.v QV = T(V)

UV Hopt (s (su @ sv))

La bi-dérivation associée a cette application qu'on note encore Ui est un cup-(n+1)-
produit.
Remarquons que la construction de Upt dépend des choix des ax € T,2 < k < n.

Lemme 3.2 Soit (T(V),dv,,uv) une algébre de cochafnes quasi-commutative, avec
(T(V),dy) libre minimale. Alors pour tout (a, b) dans T(V),n > 1,0na:

dv(aUnb) =aUp_1 b — (=1)lIPHaFPRI G 8 —dyau, b — (=1)au,dyb.

Démonstration Puisque les U; sont des bi-dérivations, il suffit alors d’établir le lemme sur
les générateursv ® v/,

On sait que : dy(V Upsr V) = dyHpas" (v @ sv') = Hps" 2(sv ® sv') —
HnTa—1(S"72(sv ® V') — Hput (S(dn_lsnfz(sv ® sv’))), ol d, désigne la différentielle
du cylindre n fois itéré I"(T(V) ® T(V)).
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Puisque I'isomorphisme T,: I"(M (T(V) ® T(V)) — I"(M(T(V) ®T(V))) induit par

la transposition vérifie T,s"~(sv @ sv’) = (1) DIV IFDn—1(sy @ sv), ona:
HaTa_18" 2(sv @ sv') = (—1)MIVFMHYIH s =2(sv/ @ sv).

Comme Hp.1 est une homotopie relative a I"~*(T(V & V)),ona:
Host (s (dn_18"2(sv @ sv’))) = Unst ((dv ® dv)(v @ V).

Ainsi: dy (VUn+1V") = VUV — (=D)MIV VIV Gy — dy vUneg V — (D) Uneg d V.
Lemme 3.3 On suppose que la caractéristique de k est 2. Pour toutn > 0,0na:

1) siaestun cocycle dans T(V) alors a Uy a I'est aussi dans T (V).
2) siaestun cobord, alors a Uy, a I’est aussi.

Démonstration La partie 1) est une conséquence immeédiate du lemme 3-2.
2) Posons a = dz. Puisque la caractéristique de k est 2, le lemme 3-2 donne :

dy(dvzUnz) =dyzUp_1z2+2z2Un_1dvz+dyzUpdvz =dv(zUn_12) +aUya.

On déduit alors que a U, a est un cobord.
4 Algebres quasi-commutatives et carrés de Steenrod

Définition 4.1 Notons Z, = Z/2Z et soit A une Z,-algebre graduée. On dit que A est
un module instable sur I'algébre de Steenrod si pour tous entiers i > 0, n > 0 on a des
morphismes de Z,-espaces vectoriels Sq': A" — A™! vérifiant :

1) Sq° = Id;

2) si|x| =nalorsSq"x = x%

3) sii >net|x] =nalorsSq'x =0;

4) SqP(x.y) = 327 ,Sa' (). SaP~'(y) (formule de cartan);

5) Si0 < a < 2balors Sq?Sq° = ZEE’Z/S] Cg:;;j Sq®*~1sq! (relations d’Adem),

les coefficients du bindmes étant dans Z,.

Définition 4.2 1) Une algebre de cochaines fortement quasi-commutative est la donnée
d’un triplet (A, d, {Hi}i>1) ou (A, d, H1) est une algébre de cochaines quasi-commutative,
et H; est une (classe d’) homotopie entre Hij_; et Hi_; o T ou T est I'isomorphisme de
transposition.

2) Soient (A,d,{Hi}i>1) et (B,ds, {H/}i>1) deux algébres de cochaines fortement
quasi-commutatives et f:(A,d,us) — (B,ds,g) un morphisme d'algebres quasi-
commutatives; notons encore f: (T(V),dy) — (T(U),dy) le morphisme induit par f
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au niveau des modeles libres minimaux. On dira que f est un morphisme d’algébres de
cochaines fortement quasi-commutatives si pour tout i le diagramme

Hi

|i*1(M(T(V)®T(V)))

T(V)

=Y(M(feh) f

I (MIW eTW)) ———— TV)

commute a homotopie pres.

3) La catégorie formée des algébres de cochaines fortement quasi-commutatives et des
morphismes idoines sera notée FQdga.

Nous supposons dorénavent toutes les algébres considérées libres. Soit (T(V), dy,

{H; }izl) une algebre de cochaines fortement quasi-commutative; en reprenant la construc-
tion du paragraphe précédent, on construit des cup-i-produits U; sur T(V).

Remarque 4.3 Soit f: (T(V),dv,uv) — (T(U),du,pu) un morphisme d’algébres de
cochaines quasi-commutatives ot (T(V),dy ) et (T(U),dy) sont libres minimales.

Le morphisme f@ f: T(V)®T(V) — T(U)@T(U) sereléeveen Fo: M (T(V)QT(V)) —
M(T(U) ® T(U)) défini par Fo(v) = f(v) et Fo(v # V') = f(v) # f(V').

Remarquons que tout morphisme d’algébres de cochaines libres minimales f: T(W) —
T(Z) induit un morphisme f,: 1(T(W)) — 1(T(Z)) défini par : fi(w) = f(w) pour tout
w e W et fi(sw) = S(f(w)) ol S:T*(Z) — 1(T(Z)) est la dérivation de degré +1 défini
au paragraphe 2.

Ainsi le relevement Fo: M(T(V)®@T(V)) — M(T(U)®T(U)) de f & f défini plus haut
induit par récurrence un morphisme d’algebres de cochaines Fy: I" (M (TV) ®T(V))> —

I"(M(T(U)@T(U))).

En particulier on a Fn (s"~(sv ® sv’)) = S"(f(v) # f(v')) ot S" est la composée n-fois
de la dérivation S.

Lemme 4.4 (naturalité) Soit f: (T(V),dv,{Hi}i>1) — (T(U),du,{H{}i>1) un mor-
phisme d’algébres de cochaines fortement quasi-commutatives. Alors [f oU,] = [Upo(f @ )]
(en cohomologie).

Démonstration Comme f est un morphisme d’algébres de cochaines fortement quasi-
commutatives, f o uy est homotope a uy o Fo ou Fy est le relevement de f o f construit
plus haut.

https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3

60 Bitjong Ndombol et M. El haouari

Le diagramme suivant est commutatif a homotopie prés :

M(TOV) @ TV)) <= 1(M(TV) @ T(V))) —— T(V)

Fo Fl f

M(TU) ® TU)) ~- I(M(T(U)@T(U))) LI Y

Onsait que Hy ~ iy opetqueH) ~ uy op. DeplusFpop =poFy, dou foH; ~
fopyop~ puyoFgop = pyopoFy ~ HjoF; (relativementa | (T(V &V))). Supposons
avoir montré que f o H, est homotope a H}, o F,_; (relativement a 1"~(T(V & V))) pour
n > 1 et observons le diagramme commutatif :

I"H(TV) @ TV))

Hn+1

I"HTV) @ TEV)) < 1"(TV) @ T(V)) —=— T(V)

Fro1 Fn f

’

IL(TU)© TU)) < INTU) ® TU)) — v TU)

Hy

I"H(TU) @ TV))

onaHnps 0 j =HyetH] oF,_; esthomotope a f o H, (hypothése de récurrence).

Puisque po j=1Idetjop ~ Id,Hps1 0 j = Hyo p o j, ce qui donne Hpey ~ Hp o p.
Demémeona: H/,; ~ H/op.

Nous déduisons que f oHpyy ~ foHpop ~H/oF,_jop=H opoF, ~H/, 0F,
(relativement & I"(T(V & V))).

Nous montrons maintenant que pour tout i > 0, il existe une application linéaire

Mi:T(V)®T(V) — T(U) de degré —i — 1 telle que :

(€)) foUi—Ujof®f=dyoMj+Mody @dy.
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Sii=0,onprend My = 0.

Soit maintenant M,, une homotopie (relativement a I"(T(V & V))) entre H/,; o F, et
f oHp+1. Posons M (v@Vv’) = Mps"(sv®sv’) et on note encore M, la bi-dérivation associée
aM,.

Il suffit alors de montrer la formule (1) pour les générateursv ® v'.

Pour cela,ona:

duMp(v@ V) = dyMps"(sv @ sv') = f o Hyaas" (v @ sv')
—Hiyp o Fa(S"Hsv @ V') — Mg (Sds" 2 (sv @ sv')).
D’autre part, puisque M, est une homotopie relativement & I (T(v @V))ona:
Mn (Sds"(sv @ sv')) = Mn ((dv ® dv)(v @ V')).
La définition de F,, et des U,, nous donne :
foHpt (" H(sv @ 8V)) = f o Upra(v @ V')

et
His1 0 Fa(S" (v @ V') = Uns1 o (f @ F)(v @ V).

Ce qui achéve la démonstration du lemme 4.4.
Nous définissons maintenant des applications linéaires Sq;iT(V) — T(V) dela
maniere suivante :

Sa;: (TOV))" = (T(v))™?

XUjXx sij#n
X sij=n.

Xi—)qu(X)—{

Le lemme 3.3 induit la proposition suivante :
Proposition 4.5 Lapplication Sq; induit une application lingaire :
Sq;:HY (T(V); Z2) — H(T(V); Z2)
X = [Sq;(x)]
Nous définissons alors une suite de morphismes :
Sql:HM(T(V); Z2) — H™I(T(V); Z2)

en posant Sq’ = Sq,_;.

Définition 4.6 On définit les carrés de Steenrod de (T(V), dv, {Hi}izl) comme étant la
suite des morphismes Sq'.

Lemme4.7 Ona:
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(@) si|x| = nalorsSq"x = x?;
() Sq"x=0si|x| <nm;
() sq°=1d.

Démonstration (a) Si[x| =N, Sq"x = Sq,x = [Xx Ug X] = X2.

(b) Si|x| =i<n,Sq"x =Sq;_,x = [xUi_n]x = 0, d"apreés la définition des Uj;.

(¢) Soitx € H'(T(V); Z2), Sq°x = Sq, x = x.

Considérons maintenant I'algébre tensorielle (T(t), 0) sur un générateur t de degré 1,
a coefficients dans Z, et de différentielle triviale. On définit une quasi-multiplication p:
T(tt/,s7i(st @ st’)) — T(t) par p(t) = pu(t’) = ps~(st ® st’) = t; en posant Hist = 0
dans le cylindre itéré i fois pour touti > 0, on voit que (T(t),d, {H;}i>1) est fortement
quasi-commutative.

On peut alors définir des U;, des Sq; et des Sq' sur T(t). De plus, pour tout i > 1,

TV)® (T(t)) ' est une algebre de cochaines fortement quasi-commutative pour laquelle

on peut définir les mémes applications Uj, Sq; et Sq' de maniére unique via le produit
tensoriel.

Soit (T(V), dy, {Hi}izl) une algebre de cochaines fortement quasi-commutative a co-
efficients dans Z, on a des applications linéaires PL: T(V) — M (T(V) ® T(t)) définies par

VUi vt sii>0eti #|v|
vat sii=|v|

WeTV), Piv)= {

ol M(T(V) ® T(t)) est le modéle libre minimal de T(V) ® T (t) a coefficients dans Z.
Posons alors Pt = .., Pl; c’est une application linéaire de T(V) dans T(V) ® T(t).
D’aprés le lemme 3.3, P transforme les cocycles en cocycles et les cobords en cobords.

Considérons le diagramme suivant :

T(V) P M(TOV) @ T(s) @ T(1))
) psl lM(Id ®T)

M(T(V) @ T()) —2— M(TV) @ T(t) @ T())

ou I'application T désigne I'isomorphisme de transposition.
Soit la série Sq(m) = >, m' Sq'.

Lemme 4.8 Si le diagramme (2) commute en cohomologie alors la fonction de deux variables
Z(u,v) = Sq(v? + vu). Sq(u?) est symétrique en (u, v).

Démonstration Rappelons que lacohomologie d’une algébre de cochaines quasi-commu-
tative est commutative.

https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3

Algébres quasi-commutatives et carrés de Steenrod 63
Soitx € H"(T(V); Z,),

HY(1d T o P P00 = 35750, (3 115,69

i=0

i—0
- i s} 5q2—) (iti Sq"’i(x))
=0

i=0

Enposantk = n —ietm = 2n — j, nous obtenons :

HM(d &T 0P oP)0) = s ™ sq™ (Dt *5a(0))
m=0 k=0

— Z SZns—m Sqm (tn—k qu(X))

k,m=0

D’autre part, en utilisant la formule de Cartan, que nous établissons plus loin, on peut
facilement montrer que >0 Sq™: H* (T(V); Zz) — H*(T(V); Z/2Z) est un homomor-
phisme d’anneaux, et par conséquent >~ /s~™ Sq™ I'est aussi.

Maintenant, comme Sq° = Id et Sq*/ x = x2, ona Y7/ Sq™(t) = Sq°(t) + Sq'(t) =
t+t2etdonc > o s~MSqM(t) =t + st

On en déduit que >~ ;™M SqM (") = (t +s71t?)" K et que::

H(1d ®T o P o P)(x) =™ Y~ (t+57 )" s~ ™ 59" Sq*(x)

k,m=0
=s""(s+1)" Y (t+s ') K™ Sq™ Sq¥(x)
k,m=0

=s"t"(s+t)" Sq (s‘l Sq((t+ s‘ltz)‘l)(x)) .

En faisant le changement de variables s™* = u(u + v) ett—! = v(u + v), on trouve que
H(Id ®T o Pt o P5)(x) = [uv(u + v)]~2" Sq(u? + uv). Sq(v?)x.

Par conséquent, si le diagramme (2) commute en cohomologie la fonction Z(u, v) est
symeétrique en (u, v) et réciproquement.

Théoréme 4.9 Soit (T(V), dy, {Hi}izl) une algébre de cochalnes fortement quasi-commuta
tive telle que le diagramme (2) soit commutatif en cohomologie. Alors H* (T(\/); Zz) est un
module instable sur I'algébre de Steenrod a coefficients dans Z;.

Remarques 4.10 1) La démonstration du lemme 4.8 est essentiellement celle donnée par
Bulett et Macdonald dans le cas topologique [6].
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2) Drapres le lemme 4.8 et le résultat principal de [6] la commutativité du dia-
gramme (2) en cohomologie est équivalente au fait que les Sq' vérifient les relations
d’Adem.

Démonstration du théoréme 4.9 1) Six € H"(T(V);Z,) alors Sq°x = Sg,x = x et
donc Sq° = Id.

2) Relations d’Adem.

Il s’agit de montrer que sio < a < 2balors :

[2/2] _ o
S0°S9” = ) Cap; ' S sq!
j=0

ou les coefficients sont dans Z, et [a/2] désigne la partie entiére de a/2. D’aprés [6], cette
égalité est équivalente & Sq(s? +st). Sq(t?) = Sq(t? +ts). Sq(s?). Cette dérniére est garantie
par le lemme 4.8.

3) Formule de Cartan.

Observons que si (T(V),dv,{Hi}i>1) une algébre de cochaines fortement quasi-
commutative alors (T(V) ®TV),dv ® dy,{Hi ® Hj}i,jzl) I’est aussi. On a donc, pour
tout j, une application linéaire de degrén — j

Sq, HY(T(V) @ T(V); Zz) — H I (T(V) @ T(V); Z2)

définie de la méme maniére que les Sq;.

De plus, les morphismes wy, 7’ et 7" sont des morphismes d’algeébres de cochaines
fortement quasi-commutatives ou 7’ et 7’ désignent les inclusions des deux copies de T(V)

dans M (T(V) @ T(V)).

Par la naturalité des Sq; (lemme 4.4), on a le diagramme commutatif

"(TV))

H(7")

HZ"~I (i )oSq,

"(TV)®TV)) H> 1 (T(V))

N /
"(T(V)).

En fait, SNqJ est la seule application linéaire de degré n — j rendant le diagramme

ci-dessus commutatif pour tout j. Par conséquent, si [x| + |y| = n, on a SHJ-(X®) =
S (=D Sq;(x) @ Sa;_;(¥).
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Posons |x| = t, et |y| = n —t. Comme les coefficients sont dans Z,, on a pour tout p :

SqP(x.y) = H* () (S0 (x @ )
= H* (v ) (Sp_, (X ® ¥))

n—-p

= H* () (Y 8000 © Sa,_ (1))
i=0
t—n+p

= H () (Y S840 © Sy _1uY))

k=0

t—n+p

= H () (Y 8400 @ SaP ()

k=0

t
= H () (3 80409 @ SaP4(y))

k=0

Sq*(x). SaP*(y)

|
M,,

T
o

Sq (x). Sa”*(y).

|
M=

il
o

5 Lien avec la topologie

Notations 5.1 Notons DGA* (resp. DGAx) la catégorie des algébres de cochaines, a co-
efficients dans k, 1-connexes de type fini (resp. la catégorie des algébres de chaines, a co-
efficients dans k, connexes de type fini), et DGC la catégorie des coalgébres différentielles
graduées, a coefficients dans k, connexes (la différentielle est de degré +1). On considére
les deux foncteurs :

B: DGA* — DGC le foncteur bar construction

Q: DGC — DGA* le foncteur cobar construction.

Les foncteurs bar construction et cobar construction sont adjoints I'un de I'autre.

Soit C un objet de DGC et A un objet de DGA*. Si f,g € Hom(C, A) on définit f Ug =
m(f ® g)A ou m est la multiplication dans A et A la comultiplication dans C.

Définition 5.2 Une cochaine de torsion de C dans A est une application linéaire t de C
dans A de degré +1 vérifiantdt =t Ut, ettn = 0 et = 0 ou € est I'augmentation et 7 est
I'unité.

Notons T(C, A) I'ensemble des cochaines de torsion de C dans A.

Lemme 5.3 [13] Il existe une bijection w*: T(C, A) — DGA(QC, A).
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Définitions 5.4 1) Soientty et t; dans T(C, A). Une homotopie de torsion entre tq et t;
est une application linéaire | de C dans A de degré 0 vérifiantdl = to Ul — 1Uty, In = net
el = e

2) Soient f,g: (A,d) — (B, d") deux morphismes dans DGA*. Une application linéaire
F:(A,d) — (B, d’) de degré r est une (f, g)-dérivation si

F(xy) = FOOg(y) + (=)™ F0QF(y).
Une dérivation homotopique de f a g est une (f, g)-dérivation de degré 1 vérifiant
3) dF+Fd=f —qg.

Lemme5.5 Sif,g:(A,d) — (B, d’) sontdeux morphismes dans DGA*, alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) f etg sont homotopes dans DGA*;
(ii) il existe une dérivation homotopique entre f et g.

Lemme 5.6 [13] SiC € DGC, on considére I'application canonique tc:C — QC quiac
associe s~*c. 1l existe une bijection entre {k | k est une dérivation homotopique entre gy et g;
dans DGA*(2C, A)} et {I | I est une homotopie entre gotc et g;tc dans T(C, A)}.

Proposition 5.7 Soit X un c.w. complexe simplement connexe de type fini. 1l existe une suite
{Hi}i>1 de morphismes dans DGA* telle que Hy: QB(C*(X) ® C*(X)) — C*(X) est un
modele d’une approximation diagonale et H;.; est une homotopie, naturelle en X, dans DGA*
entre Hj et Hj o T o0 T est induit par I'isomorphisme de transposition.

Démonstration On considére lacomposée C*(X) ® C*(X) AW C*(X x X) <@ C*(X).
Notons m le cup produitC*(A) o AW.

Drapres [13], il existe une cochaine de torsion B(C*(X) ® C*(X)) I C*(X) telle
que Mo i = mou i est I'application canonique de degré —1 de C*(X) ® C*(X) dans
B(C*(X) ® C*(X)).

En considérant alors les foncteurs Fq et G qui associent a tout c.w. complexe X simple-
ment connexe de type fini la coalgebre B(C*(X) ® C*(X)) et I'algebre C*(X) respective-
ment, on a ainsi deux transformations naturelles M et M o T qui vérifient les hypothéses
du théoréme des modeles acycliques pour les cochaines de torsion [12, théoreme 2.62,
p. 40]. Il existe alors une homotopie, naturelle en X, hy: B(C*(X) ® C*(X)) — C*(X)

dans T(B(C*(X) ® C*(X)),C*(X)) entre i et o T.

Par les lemmes 5.6 et 5.5, on a une homotopie naturelle en X, Hy: 19B(C*(X) ® C*(X))
— C*(X) dans DGA* de w(iM) a w(f o T) ou w est la bijection du lemme 5.3.
Comme les foncteurs 2B et Id sont équivalents, H; induit un morphisme naturel en X

encore noté H; dans DGA* (QBIQB(C*(X) ® C*(X)),C*(X)). Par le lemme 5.3, H; =
w~H; est dans T(BIQB(C*(X) ® C*(X)),C*(X)).
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En considérant alors le foncteur F; qui associe a tout c.w. complexe X simplement
connexe de type fini la coalgebre BI QB(C*(X) ® C*(X)) et le foncteur G, on a deux trans-
formations naturelles H; et Hy o T qui vérifient les hypotheses du théoreme des modeles
acycliques pour les cochaines de torsion. 1l existe alors une homotopie, naturelle en X,
hy: BIQB(C*(X) ® C*(X)) — C*(X) dansT(BIQB(C*(X) ®C*(X)),C*(X)) entre H, et
Hl [¢] T

Par les lemmes 5.6 et 5.5, on a une homotopie naturelle en X, .

Hz: QBIOB(C*(X) ® C*(X)) — C*(X) dans DGA* de w(H1) dw(Hy o T).

Comme les foncteurs OB et Id sont équivalents, H, induit un morphisme naturel en X
encore noté H, dans DGA* (IZQB(C*(X) ® C*(X)),C*(X)), qui est aussi un morphisme

dans DGA* (QBIZQB(C*(X) ®C*(X)),* (X)).

Par le lemme 5.3, H, = w—'H, estdans T (BIZQB(C*(X) ®C*(X)), C*(X)) .

On peut réitérer ce procédé pour trouver les H; en utilisant les cylindres itérés
| (QB(C*(X) ® c*(X))).

En utilisant la proposition 5.7 et le lemme de relevement on a le

Théoréme 5.8 Soit X un espace topologique simplement connexe ayant le type d’homotopie
d’'un c.w. complexe de type fini. Notons (T(V),,u\/,d\/) son modeéle libre minimal quasi-
commutatif.

Il existe une suite (de classes) d’homotopies {H; }i>1, naturelles en X, telle que (T(V),
dv, {Hi}izl) soit une algébre fortement quasi-commutative ou Hy = py .

Définition 5.9 L'algébre fortement quasi-commutative (T(V), dy, {Hi}izl) est le modéle
libre minimal fortement quasi-commutatif de X.

Proposition 5.10 Soit f: X — Y une application continue entre espaces topologiques simple-
ment connexes ayant le type d’homotopie de c.w. complexes de type fini. Notons (T(V ), Ay,
{Hi}izl) et (T(U), du, {Hi/}i21) leurs modéles libres minimaux fortement quasi-commuta-
tifs respectifs. Le morphisme induit f: (T(V),dv, {Hi}i>1) — (T(U),du, {H{}i>1) est un
morphisme d’algébres fortement quasi-commutatives.

Démonstration |l suffit d’exploiter la naturalité des H; du théoréme 5.8.
Comme conséquence de la proposition 5.10, de la naturalité des Sq; et du théoreme
d’unicité de Steenrod [14] on ale

Corollaire 5.11 Soit X un espace topologique simplement connexe ayant le type d’homotopie
d’un c.w. complexe de type fini. Notons (T(V),,uv,dv) son modéle libre minimal quasi-
commutatif. Les carrés de Steenrod construits ici sur (T(V), 1y, Oy ) sont les carrés de Steenrod
usuels de X.

On déduit de tout ce qui précéde le résultat suivant.

Théoréme 5.12 Si les modéles de deux espaces X etY sont quasi-isomorphes dans la catégorie
des algébres fortement quasi-commutatives alors H*(X) et H*(Y ) sont isomorphes en tant que
modules sur I'algébre de Steenrod a coefficients dans Z.
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5.13. Exemples d’espaces ayant le méme T(V)-modele et des modéles fortement quasi-
commutatifs distincts

Exemplel SoitX = X CP(2)etY = S*\/S° XetY sont Z,-formels (voir par exemple [7])
et ont la méme algebre de cohomologie. Leur modéle libre minimal est (T(V),d) =
(T (s71T* (X2, ya),d). Le modele libre minimale de T(V)®T (V) est (T(V &V &V #V),D).
Puisque I'algébre de Hopf H, (Q2X; Z,) n'est pas primitivement engendrée, il est facile de
montrer que si x désigne la quasi-multiplication associée a X alors p(s~1x, # s71xp) =
S_1y4.

De méme, comme I'algebre de Hopf H, (Y ; Z,) est primitivement engendrée et si
désigne la quasi-multiplication associée aY alors p/(s~1x, # s71x,) = 0.

Les deux quasi-multiplications ne sont pas homotopes car s—'y, n’est pas un bord.

Exemple 2 Soit X = X2CP(2) etY = S*\/ S°. Ces deux espaces ont le méme modele libre
minimal quasi-commutatif (T(V), dv, s ). Observons que si (T(V), dy, v, {Hi}i>1) est
une algebre fortement quasi-commutative, p et H, déterminent respectivement Sq, et
Sq,,. Comme Sq?(xs) = 0 dans H*(Y; Z,) et Sq°(xs) = Xs dans H*(X; Zy), il est clair que
ces deux espaces n'ont pas le méme modele fortement quasi-commutatif car les H, ne sont
pas homotopes.

References

[1] J. F. Adams and P. J. Hilton, On the chain algebra of loop space. Comment. Math. Helv. 30(1955), 305-330.

[2] D.J. Anick, Hopf algebras up to homotopy. J. Amer. Math. Soc. (3) 2(1989), 417-451.

[3] D. J. Benson, Representations and cohomology I1: cohomology of groups and modules. Cambridge Stud. Adv.
Math. 31.

[4] Bitjong Ndombol, Algébres de cochaines quasi-commutatives et fibrations algébriques. J. Pure Appl. Algebra
125(1998), 261-273.

[5] G. E. Bredon, Topology and geometry. Graduate Texts in Math. 139, Springer Verlag, 1993.

[6] S.R.Bulletand I. G. Macdonald, On the Adem relations. Topology (3) 21(1982), 329-332.

[71 M. El haouari, p-Formalité des espaces. J. Pure Appl. Algebra 78(1992), 27-47.

[8] S. HalperinandJ. M. Lemaire, Notions of category in differential algebra. Lecture Notes in Math. 1318(1988),
138-154.

[9] M. Karoubi, Formes différentielles non commutatives et cohomologie a coefficients arbitraires. Trans. Amer.
Math. Soc. (11) 347(1995), 4277-4299.

, Formes différentielles non commutatives et opérations de Steenrod. Topology (3) 34(1995), 699-715.

, Formes topologiques non commutatives. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. Sér. 4 t. 28 fasc. 4(1995), 477—

[10]
[11]

492.

[12] M. Majewski, A cellular Lie algebra model for spaces and its equivalence with the models of Quillen and Sullivan.
These Freie Universitat Berlin, 1996.

[13] H. J. Munkholm, The Eilenberg-Moore spectral sequence and strongly homotopy multiplicative maps. J. Pure
Appl. Algebra 5(1974), 1-50.

[14] S. Steenrod and D. Epstein, Cohomology operations. Ann. of Math. Stud. 50, Princeton Univ. Press, Princeton,
NJ 1962.

U.R.A. 0751D CNRS

Université des Sciences et Technologies de Lille
59655 Villeneuve d’Ascq Cedex

France

https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1999-004-3

