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Abstract. If (M, g) is a riemannian nilmanifold, the homothetic metrics eg on the
universal cover M converge in the sense of Gromov for small e. In this convergence
the volume of balls and the number of closed geodesies go to a limit, and precise
asymptotic estimates are given for these numbers.

A. Introduction
Cet article porte sur la croissance des groupes discrets nilpotents, et des varietes
riemanniennes sur lesquelles ils agissent par isometries.
(1). La croissance 'algebrique' d'un groupe discret, de type fini F, a ete definie par
A. Svarc [16]. Fixons un systeme generateur symetrique, fini S; tout element y du
groupe peut s'ecrire comme un mot

en les generateurs -y, e S, dont la longueur est £ \Pi\ par definition. La norme algebrique
\y\ relative au systeme S est la longueur minimale d'un mot en les generateurs qui
represente y. Pour un reel positif R, notons NS(R) le nombre d'elements de F dont
la norme est inferieure a R. Le type de croissance de F est le type de croissance
(exponentiel, polynomial) de la fonction NS(R).

(2) La croissance 'geometrique' d'une variete riemannienne (M, g) se mesure au
volume des boules: nous notons vol^ (R) le volume de la boule de centre m, de
rayon R.

(3) La remarque fondamentale de V. Efremovic [2] est que, si (M, g) est le
revetement universel riemannien d'une variete compacte (M, g), la croissance
geometrique de (M, g) ne depend que du groupe fondamental F= TT-I(M).

Precisement, pour tout systeme generateur S de F, tout point m de M, il existe
des constantes a, b, c telles que

aN, (-1 <

(4) Si le groupe F est nilpotent, il resulte d'un theoreme de J. Wolf [18] que cette
croissance est polynomial.

Plus precisement, d'apres H. Bass [1], il existe des constantes c et C (dependant
du systeme generateur fini S) telles que
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ou l'exposant p est un entier, que nous appelerons dimension homogene du groupe
discret T, defini comme suit: notons

_rI=r = ir,(M), r2=[r,r], r ' ^ r . r - 1 ]
les sous-groupes de commutateurs successifs; les quotients r ' / r ' + 1 sont abeliens,
de type fini, et Ton a

p=l irang(r7rl+1).

(5) Nous nous proposons de raffiner encore le resultat de H. Bass.

PROPOSITION (§51). Si le groupe discret, de type fini, Y est presque nilpotent (i.e.
admet un sous-groupe nilpotent d'indice fini), la limite

lim NS(R)R~P

existe toujours. Si le groupe fondamental de la variete compacte (M, g) est presque
nilpotent, la limite

lim voU (R)R'P

existe toujours, elle ne depend pas du point m dans le revetement universel (M, g),
seulement de la metrique g.

(6) L'interet de ce papier reside plus dans la methode employee que dans le resultat
lui-meme. Alors que la demarche de Wolf et Bass (voir aussi [17]) a une saveur
combinatoire, nous decrivons, au moyen d'un 'espace limite', le comportement
geometrique a l'infini du revetement universel riemannien (M, g).

II s'agit de mettre en evidence un comportement analogue a celui de l'espace
euclidien (W, can): celui-ci possede des homotheties; ce sont des homeomorphismes
8,: R" -» U" tels que

Sf can = t2 can.

Autrement dit, 8, realise une isometrie de (W, can) sur (W, f2can).
En general, {M,g) n'est pas isometrique a (M, t2g), pour t?* 1, mais n'est pas

loin de lui etre isometrique: nous montrons que, lorsque e tend vers 0, les espaces
(M, e2g) convergent, en un sens du a Gromov, vers un espace limite (G^, dx), qui,
lui, admet des homotheties.

(7) Definition. ([7] ou [8, 3.4]) Soient X et V deux espaces metriques compacts.
La distance de Hausdorff

distH {X, Y)

est la borne inferieure des e > 0 tels qu'il existe des plongements isometriques de
X et Y dans un espace metrique Z, avec la propriete suivante: X est dans le
e-voisinage de Y, et Y est dans le e-voisinage de X.

distH est une distance sur les classes d'espaces metriques isometriques.

(8) Concretement, pour montrer que distH (X, Y) est petit, il suffit ([8, 3.5])
d'exhiber des parties finies {x, , . . . , xN}c X, et {y1?..., yN}<= Y, telles que:
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la suite xt est assez dense dans X, i.e. X est un e-voisinage de {xt} pour un
petit e;

la suite yt est assez dense dans Y;
tous les rapports d(yh y,)/d(xh Xj) sont proches de 1.

Nous faisons reference a [8] pour les proprietes et exemples de convergence de
Hausdorff.

(9) Nous avons affaire a des espaces non compacts, mais a boules compactes. Nous
utilisons la notion de 'convergence au sens de Hausdorff pointe'.

Definition. ([8,3.14]) Pointons les Xj en xt e Xj et X en x e X. On dit que les espaces
metriques Xt convergent au sens de Hausdorff pointe vers X si, pour tout R, il
existe une suite e* tendent vers 0 telle que les boules

convergent, au sens de la distance de Hausdorff, vers la boule B(x, R), de centre
x et de rayon R dans X.

Remarque. Cette notion entrame la convergence au sens de la 'distance de
Hausdorff modifiee' de [7].

(10) THEOREME PRINCIPAL. Soit M une variete compacte, dont le groupe fonda-
mental F est presque nilpotent. Munissons F d'une norme | | (i.e. d'une distance
invariante a gauche), induite:

ou bien, par le choix d'un systeme generateur symetrique S;
ou bien, par le choix d'une metrique riemannienne g sur M et d'un point m de M,

c'est-d-dire,

\y\ = dg(m,ym).

Lorsque e tend vers 0, les espaces metriques homothetiques (F, e| |) convergent, au
sens de Hausdorff pointe, vers un espace metrique {G^, doc), ou Gx est un groupe de
Lie nilpotent, et dx est une distance invariante a gauche sur G^.
Ce theoreme est demontre au § 49.

Remarque. Comme l'orbite Tm est de plus en plus dense dans (M, e2g), lorsque e
tend vers 0, le theoreme principal entraine la convergence des espaces (M, e2g)
vers (Goo, d<x>).

(11) Le theoreme principal est simplement l'extension aux groupes presque nil-
potents generaux des resultats de:

[7, § 7], pour la norme algebrique associee a un systeme de deux generateurs et
leurs opposes, sur F = Z2;

[7, § 7], pour une metrique riemannienne g, invariante a gauche sur le groupe de
Lie nilpotent de dimension 3;

[8, 3.16], pour une variete riemannienne dont le groupe fondamental est abelien
libre.

On peut le considerer comme une illustration de l'article [7] de M. Gromov sur
les groupes a croissance polynomiale. Pour montrer qu'un tel groupe est presque
nilpotent, M. Gromov prouve que, pour toute norme algebrique | |, il existe des
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sous-suites (F, e,| |), e, tendant vers 0, qui convergent au sens de Hausdorff. Notre
theoreme apporte une description de l'espace limite commun a toutes ces suites.

(12) Remarque. Revenons au probleme de croissance des groupes discrets. Le § 5
suggere une question generate. Soit F le groupe fondamental de la variete compacte
M, agissant par isometries sur le revetement universel riemannien (M, g). Notons
Ng{R) le nombre de points d'une orbite se trouvant dans une boule de rayon R.

'Existe-t-il une fonction fr telle que fr{Ng(R), R) converge pour toute metrique
riemannienne gV
G. A. Margulis a analyse le cas des metriques a courbure negative dans [13]. Ses
resultats suggerent une reponse positive a la question ci-dessus pour les groupes
fondamentaux des varietes compactes qui admettent une metrique a courbure nega-
tive. G. A. Margulis etait motive par les classiques 'problemes de reseaux' de la'
theorie algebrique des nombres, c.f. [19].

L'enonce du theoreme principal de ce papier a ete propose par A. Douady, a
l'occasion d'une serie d'exposes sur Particle 'Groups of Polynomial Growth and
Expanding Maps'. A. Douady m'a aide a le demontrer; en particulier, il m'a appris
l'elegante construction du § 39, ou un groupe nilpotent apparait comme une defor-
mation de son gradue. Qu'il en soit ici tres vivement remercie.

Je tiens aussi a remercier M. Gromov, qui a degage les consequences geometriques
de la convergence des groupes homothetiques.

B. Description de l'espace limite
(13) De cet espace metrique Y, nous savons, par les theoremes generaux:

que la distance de deux points est egale a longueur minimum d'un chemin qui
les relie;

qu'il admet un groupe a un parametre d'homotheties 5,;
que son groupe d'isometries est un groupe de Lie transitif sur Y.

Ceci rend plausible le fait que Y soit lui-meme un groupe de Lie Gx- L'homogenei'te
'geometrique' (existence d'homotheties) de l'espace Y se traduit par une
'homogeneite algebrique' du groupe Gx: les homotheties 5, sont des auto-
morphismes du groupe Gm qui admettent une base de vecteurs propres dans
l'algebre de Lie. Dans une telle base, la matrice de 8, est

I*. °\
'• t

t2

\0 ''-
L'existence de tels automorphismes equivaut a la propriete suivante:
(14) Definition. ([6]) Le groupe de Lie G est dit gradue si son algebre de Lie admet
une graduation, c'est-a-dire, une decomposition

cS=Vl®- • -®Vr,
telle que

(i) Vj est un supplemental de <S'+1 dans CS';
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(ii) [V, V,]eVi+,.;
ou on a pose

<Si = % «'• = [«, «''~1].

Par exemple, toute algebre de Lie nilpotente d'ordre 2 admet les graduations V© CS2,
ou V est un supplemental quelconque de ^S1 dans &. II existe des groupes nilpotents
non gradues des la dimension 6 (voir [6]).

A toute graduation V, est attache un groupe a un parametre d'automorphismes

St: 8,(x) = tix sixeV;.

Inversement, si le groupe d'automorphismes 8, est diagonalisable, les espaces propres
forment une graduation.

(15) En fait, le groupe de Lie limite G^ ne depend que de la structure du groupe
T. II est construit comme suit: par hypothese, il existe dans T un sous-groupe
nilpotent N d'indice fini; notons

r ' = N / t o r N ;

alors F" est sans torsion; d'apres Malcev [12], F" est isomorphe a un sous-groupe
discret cocompact d'un groupe de Lie nilpotent G; alors G^ est le groupe gradue
associe a G, i.e. le groupe de Lie simplement connexe dont l'algebre de Lie est
1'algebre graduee ^ associee a 'S.

(16) Definition. L'algebre graduee associee a l'algebre de Lie <3 est la somme directe

munie du crochet suivant: si xe CS', ye 'S', le crochet

est bien defini modulo (S'+I+l.

(17) Description de la metrique d^. L'existence des homotheties 8, donne une idee
de la forme des boules dans l'espace limite V: les boules de faible rayon sont plus
aplaties que les boules de meme rayon relatives a une metrique riemannienne sur
G«=y.

De fagon precise, notons

log:Gco-»#«

le diffeomorphisme reciproque de l'exponentielle; notons n' la projection sur les
facteurs V2©- • •© Vr de la graduation associee aux §,; notons v une norme sur
ces facteurs.

(18) LEMME. Si x e G^ et si dx{l, x) < 1, alors

V(TT' log x)< const. d<x,(l, x)2.

Demonstration. En effet, pour un z dans la boule unite Bx(l), ecrivons

log z = zl + • • • + zn

d'ou

l o g 8 e ( z ) = 8 c l o g z = e Z l + --- + e r z n
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et

est borne pour e =s 1 et z e BJS)- II vient done

V(TT'log x)<const, e2 pour x eB^e). D

II resulte de ce lemme que, si une courbe c(s) absolument continue a une longueur

longueur (c) = sup X ^<x.(c(s,), c(sj+i))
finie, alors c(s) est presque partout tangente au champ de plans obtenu en translatant
le sous-espace Vx a gauche. On peut done s'attendre a ce que la distance d^ soit
une metrique de Carnot-Caratheodory.

(19) Definition. Soit M une variete, soit V un sous-fibre du fibre tangent a M,
muni d'une norme sur les fibres. Pour une courbe absolument continue c(s), presque
partout tangente a V, on pose

longueur(c) •J
dc

ds.
ds

La metrique de Carnot-Caratheodory associee au sous-fibre norme V est donnee par

d(x, y) — inf {longueur (c): c relie x a y, absolument continue, tangente a V}.

(20) La theorie du controle ([15]) donne des conditions suffisantes pour qu'une
telle distance soit finie. Ici, le sous-fibre est obtenu en translatant a gauche l'espace
Vi, et ces conditions sont remplies: les champs de vecteurs tangents a V, (en
particulier, les champs invariants a gauche) et leurs crochets successifs engendrent
l'espace tangent a G^ en tout point. Plus precisement,

THEOREME. ([15]) La topologie induite par d^ sur Gx est sa topologie ordinaire de
variete.

Pour plus d'information sur les metriques de Carnot sur les groupes nilpotents, voir
[4], [5], [10], [11], [14].

(21) Construction de la norme sur le sous-fibre Vx. La norme initiale | | sur F induit
une norme quotient sur le sous-groupe abelien

A = rv[r,n
de l'espace vectoriel B = G/[G, G]. On rend cette norme homogene en posant

|a|oo=lini7|/ca|.
fc-»°o k

La fonction | |ro se prolonge a B et en fait un espace de Banach. Pour toute graduation
Vi®- • •© Vr de »„, la projection

-IT: G O O ^ GOO/CGOO, G J

induit un isomorphisme de Vx sur G/[G, G] = B, grace auquel on transporte la
norme | \x sur V^

(22) Remarque. L'espace metrique obtenu (Goo, dco) est independant du choix de
la graduation V, dans ôo. En effet, si V! est une autre graduation, l'unique
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application lineaire <f>: ^ -* $«, telle que

(0 0(vi)=v;;
(ii) <f> induit l'identite sur » j o /«£ 1 ;

est un automorphisme de ^oo, done fournit une isometrie de (Goo, dx) sur (Goo, di>)-
(23) Remarque. Cas d'une norme algebrique associee a un systeme generateur
symetrique S, sur un sous-groupe F discret et cocompact dans G: la boule unite de
| |oo dans B = G/[G, G] est l'enveloppe convexe de ir(S).

(24) Remarque. Cas d'une norme associee a une metrique riemannienne sur M.
L'homomorphisme d'Hurewicz induit un plongement de F/[F, F] comme sous-
groupe discret cocompact de Ht(M, U), done transporte la 'norme limite' | \x sur
H,(M,R).
Or Federer et Fleming [3] definissent une 'norme stable' sur H^M, U): d'abord,
pour une 1-chaine

c = I AjCT-;,

a coefficients reels, ou les a-, sont des chemins lipschitziens dans M, ils definissent
la masse

M(c) = I|Aj| longueur (o-,);

la norme stable \aR\ d'une classe d'homologie reelle a est la borne inferieure des
masses M{c) des cycles c representant a. II resulte de [8, 4.20 bis], que notre | |oo
coincide avec cette norme stable.

(25) Nous pouvons done ajouter un
Complement au theoreme principal. Le groupe de Lie Gx est gradue. La distance dx

est une metrique de Carnot-Caratheodory associee a un sous-fibre invariant a gauche
Vj; celui-ci est obtenu en translatant le premier sous-espace {supplemental des
commutateurs [^m

 (SX]) d'une graduation de Valgebre de Lie "̂ o- Ces objets ne
dependent que de la structure du groupe F; en particulier,

dim Goo = Z rang (F7F'+1)

dim V, = rang (F/[F,F]).

Seule la norme sur Vx depend du systeme generateur S (de la metrique riemannienne
g, respectivement).

C. Schema de demonstration
(26) Placons nous dans le cas simple ou le groupe F est discret cocompact dans un
groupe de Lie gradue G. A une norme | | sur F, algebrique ou geometrique, nous
avons associe au § 21 une distance de Carnot-Caratheodory dx sur Gx, = G. Celle-ci
realise, asymptotiquement, une bonne approximation de la norme donnee sur F:

PROPOSITION 41. Pour e tendant vers 0, soit ye un element de F tel que SeyE tende
vers xe G, x ^ 1. Alors e\ye\ tend vers doo(l, *)•

(27) Le theoreme principal en decoule. En effet, notons
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la boule de rayon r dans F. II s'agit de montrer que, lorsque e tend vers 0, la boule
FR/E, munie de la metrique e| |, converge au sens de Hausdorff vers la boule
de rayon R dans (G, d^).

Nous utilisons le critere des reseaux (§8). Fixons un 77-reseau Nv dans B
Notons D le diametre, relatif a dx, d'un domaine fondamental P pour l'action de
T dans G. Pour chaque x de Nv, notons he(x) l'element y de F tel que

8l/exeyP.

Alors he est presque une isometrie de (Nv, dx) sur (hE(Nn), e\ |).
En effet, si x^x'eN, si y = hc(x), y' = hE(x'), alors 8e(y~1y') tend vers JC~'X',

done e\y~1y'\/doo(x, x') tend vers 1.
Pour tout xeNv, \he(x)\/dx{l, x) tend vers 1, done he(Nv), est contenu dans

r{R+e)/e, ou 6 tend vers 0 lorsque e tend vers 0. Inversement, si -yer(R+fl)/E, alors
8Ey e ^^(i? + 0') pour un 0' un peu plus grand que 6. II existe done u n x e N , tel que

alors

d'ou

pour e assez petit, ce qui prouve que h£(Nv) est un 2r?-reseau de (r(R+9)/E, e| |).
Voir § 49.

28. Demonstration de la proposition 41. (§ 44 a § 46). Les normes algebrique et
geometrique partagent la propriete suivante (dite 'de longueur', voir definition 34):
si |y| est tres grand, il existe un 'geodesique discrete'

dans F, de vitesse sup |y,| bornee, de longueur X I Til proche de |y|.
Si les Seye convergent vers x # 1, les 'geodesiques discretes' SeJ\i y'e (ou au moins

une sous-suite) convergent uniformement vers une vraie courbe c reliant l a x dans
G. Comme sup \y'e\ est borne, les Sey'e sont de plus en plus horizontaux (i.e. proches
de V,), done la courbe c est tangente a V,. Cela prouve que

Urn M e\yc\^longueurx (c)zdx(l, x).

Inversement, si c est une geodesique minimisante de 1 a x, on peut approcher Sl/ec
par une 'courbe discrete' Y\i Ye dans F, d'ou

limsup e| yE | < longueur (c) = dco(l, JC). D
£-•0

D. Applications du theoreme principal
Ce sont plutot des consequences de la proposition 41, qui permet, lorsque des
grandes distances sont en jeu, de remplacer la norme geometrique | | sur F par d^.
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(29) Volume des boules. Etant donnee une metrique riemannienne g sur la variete
compacte M, et un point m du revetement universel M, le rapport

voU (/O/vol (g)

est environ le nombre de points ym de l'orbite, avec |y|<i?, d'ou

vol*(R) tiBx(R)_
vol(g) /i(P)

ou (Jt. est une mesure de Haar sur G^ ou G (voir §51) et P est un domaine
fondamental pour F" dans G. On en deduit (§ 51) le theoreme et la definition suivants:

PROPOSITION. La limite

vol0O(g)=lim R~pv

existe toujours; elle ne depend pas du point m.
Nous l'appellerons volume asymptotique de g.

(30) Nous allons expliciter le volume asymptotique dans des cas simples. De facon
a faire le lien avec l'article de M. Gromov [9], rappelons que la variete de Jacobi
de (M,g) est le tore

JlM = Hl(M,U)/Hl{M,Z),

muni de la metrique de Finsler induite par la norme stable | R| (c.f. § 24). Gromov
definit une normalization, qu'il note mass*, de la mesure de Lebesgue sur J^M
([9,4.1]).

(31) Cas d'un tore. II vient

La constante /u*, volume, pour mass*, de la boule unite de | R|, ne depend que de
cette norme. Gromov ([9, 7.5.A]) sait minorer le volume asymptotique: si dim M =
n,

2"
voloo(g)^—•nl

II est clair, en revanche, qu'en faisant une bosse dans un tore plat, on peut rendre
le volume arbitrairement grand, sans changer beaucoup la variete de Jacobi. Le
volume asymptotique n'est done pas borne.

(32) Cas d'une nilvariete de dimension 3: M = T\G. Les sous-groupes discrets
cocompacts du groupe nilpotent G de dimension 3 - le groupe de Heisenberg - sont
classes par un entier naturel k: e'est l'indice minimum d'un sous-groupe a deux
generateurs. Avec les notations de [9],

PROPOSITION. (§58). voU (g) = kv* vol

ou la constante v* - volume de la boule unite relative a la metrique de Camot-
Caratheodory - ne depend que de la norme stable \ R|. Elle verifie

X ' < / < / ' , ouv*l= 1^ = 0.89.
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Dans [9, 7.5.C], M. Gromov minore le volume asymptotique d'une nilvariete de
dimension 3 en fonction d'autres invariants geometriques.

(33) Geodesiques periodiques. Pour R assez grand, la variete riemannienne (M, g)
peut avoir une infinite de geodesiques periodiques de longueur inferieure a R. II y
en a cependant un nombre minimum, dont l'existence est forcee par la structure
du groupe fondamental TTI(M): appelons 'nombre topologique de geodesiques
fermees de longueur inferieure a R' le nombre NC(R) de classes de conjugaison
dans tT\(M) qui sont representees par une courbe fermee de longueur inferieure a
R. Dans le cas ou TT^M) est abelien libre de rang p, la limite

lim Nc(R)R-p

R->oo

existe (elle est non nulle), cela resulte de [8, 3.16].

PROPOSITION. (§ 66) Si TTX{M) est isomorphe a un sous-groupe discret cocompact
du groupe de Heisenberg, i.e. du groupe de Lie nilpotent de dimension 3, la limite

lim NC(R)/R2

R-i-oo

existe, elle est positive.

E. Proprietes de la norme limite | !„
De fagon a traiter simultanement le cas d'une norme 'algebrique' ou 'geometrique'
sur un groupe discret F, nous introduisons une classe de normes - i.e. de distances
invariantes a gauche - qui les contient.

(34) Definition. Une norme | | sur un groupe discret de type fini F est dite 'de
longueur' si

(0 IrlHv"1!;
(ii) pour tout e > 0, il existe un p tel que tout y e F puisse s'ecrire comme un

mot F{ yh ou

Ir.l^A et l\y,\^(l + e)\y\.

Clairement, la norme 'de mots' associee a un systeme generateur 5 symetrique est
de longueur, avec p = 1 pour tout e. La norme \y\ = dg(m, yrh) induite sur vi{M, m)
par la metrique riemannienne g est de longueur, avec p = 2(1 + e"1) diametre (g).

Toutes ces normes sont deux a deux equivalentes: en eflfet, etant donnee une
norme | | de longueur, notons S = {y: |y\ < p}, notons | | s la norme de mots associee
a ce systeme generateur (si p est assez grand); alors pour tout y:

| r | | r | s

Si F est un sous-groupe distingue fini de F, si N est un sous-groupe d'indice fini
de F, alors une norme de longueur sur F induit par restriction une norme de longueur
sur N, et une norme quotient sur T/F, de longueur aussi.

(35) Desormais, et jusqu'au paragraphe 48, nous nous plac.ons dans le cas par-
ticulier ou F est un sous-groupe discret cocompact d'un groupe de Lie nilpotent G.
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Nous notons G^ le groupe gradue associe. Nous fixons une graduation

de son algebre de Lie. Nous notons IT: G-> V, l'homomorphisme compose

(36) D'apres Malcev [12], le groupe des commutateurs F2 = [F, F] coincide avec
Tn G2, l'image ir(F) est un reseau cocompact dans V^ mieux, il existe un systeme
generateur {y\,..., y'h) de Fn G2, des elements yly..., yt de F tels que

S = {y\,... ,y'h,yi, • • • ,yi\

soit un systeme generateur de F, et tels que 7r(y,),. . . , ir(yi) soit une base de ir(F).
Si w est la norme de mots associee a SuS" 1 , alors la norme quotient w sur ir(F)
est donnee par

c'est la restriction d'une norme de l'espace vectoriel Vi.
Definition. Si | | est une norme de longueur sur F, la norme limite | 1̂ , sur V!
correspondante est definie comme suit: sa boule unite E est l'enveloppe convexe
fermee des points de la forme ir(y)/\y\, lorsque y decrit F.

Comme TT(F) est cocompact dans V,, le convexe E est d'interieur non vide.
D'apres 34, il existe une constante c telle que c\ | sw , d'ou, pour tout yeF,

w{iry)<c\y\,

done E est borne; enfin, comme \y\ = |r~1|, le convexe E est symetrique et definit
bien une norme sur VP

(37) Nous aurons besoin au § 44 du fait que les points de la forme ir(y)/\y\ sont
denses dans la sphere unite:

PROPOSITION. // existe une constante A et une suite r)p tendant vers 0 tels que, pour
tout a e dE, il existe un y e F tel que

et

Demonstration. En effet, fixons un domaine fondamental T de TT(F) dans V1; et
choisissons, pour chaque /8 e Vu un element y(/3) de F, de longueur minimum, tel
que

Alors

|7rr(s'a)-7r-y(sa)|0O<diam(T) + | s ' - s |

pour tous s, s' eR. Comparons les normes de y = y(sa) et de y' = ir(s'a): si

t=w((s'-s)a),

il existe t generateurs 0lt..., 0, tels que
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d'ou

Comme tv< const. | !«,, nous concluons que la fonction discontinue s-»|y(sa)| fait
des sauts d'au plus const, diam (T) = A. Par consequent, il existe pour tout p un
y = y{pa) tel que

| | y | - p | < A et |77-y-paU<diam(T). •

F. Convergence de metriques sur les groupes nilpotents
(38) Ici commence la demonstration du theoreme principal. Supposons donnee une
norme de longueur | | sur le sous-groupe F du groupe de Lie G. Supposons de plus
G gradue, i.e. G = Goo- dans ce cas, nous demontrons, dans un premier temps, que,
pour tout y e F,

li

Dans le cas general, il n'y a pas d'homotheties 8, dans le groupe G: nous construisons
done un espace metrique X qui contient les groupes G et G^, et qui possede des
homotheties.

(39) L'espace topologique X est le produit ^xJO, +oo]; definissons Fhomeo-
morphisme 8,: X->X par la formule

pour x e "&O, 5 e ]0, +00].

Fixons une famille de supplementaires W de (S'+l dans CS', et notons L l'unique
bijection lineaire de ^ sur ^ telle que

(i) L(Vr)=V,., et
(ii) modulo les isomorphismes W ^ « 7 » i + 1 et V ' 5 « 7 « ' + 1 (definition de

l'algebre graduee associee), L est l'application identique.
Munissons l'espace vectoriel

d'une structure d'algebre de Lie [,]i, de facon que

soit un isomorphisme. Munissons chaque

de la structure d'algebre de Lie [,], telle que

soit un isomorphisme. II resulte du choix particulier de la bijection L que le crochet
[,], depend continument de t, pour t 6 ]0, +00].

Munissons aussi chaque % de la structure de groupe de Lie G, correspondante.
Lorsque nous considerons % comme l'espace tangent a l'origine de G,, nous utilisons
l'exponentielle exp, et la reciproque log,. L'horrieomorphisme 8, de X se restreint
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en un isomorphisme des groupes Gs et Gs//; en particulier, chaque G, contient un
exemplaire F, de F, qu'il faut imaginer comme de plus en plus dense dans G, lorsque
t tend vers +00.

(40) Pour exprimer ceci avec precision, introduisons des metriques sur X. Les deux
sont, restreintes sur chaque groupe G,, invariantes a gauche, et donnees par les
longueurs des courbes.

Si c(s) = (cr{s), t(s)) est une courbe dans X, notons <r[{s) le vecteur tangent
da/ ds, ramene a l'origine par une translation a gauche de G,(s). On dispose, sur les
espaces tangents a l'origine %, du sous-espace Vlt qui porte la norme | l^; fixons
une norme v sur ^ (et done sur les %) telle que, si

x = irx + v'x,

ou irxe Vu ir'xe V2®- • •© Vn alors

p(x) = \nx\oo+ v(v' x).

La distance D sur X est donnee par

longueurD(c)= I p(cr't(s))+ l-j (s)

la distance Q sur X est donnee par

longueuro(c)= I \cr',(s)\oo+ l-j (s)

ds;

ds;

si <T',(S) est presque toujours tangent a V^ longueuro(c) = +00 sinon.
Les S, sont des homotheties pour la distance Q; d'apres le theoreme de Siissmann

(§ 20), les deux distances sont compatibles avec la topologie de X.

( 4 1 ) P R O P O S I T I O N . S I les y , e F , c o n v e r g e n t vers x e ^ alors

lim -|r<l = dco(l,x)-
i-»+oo ;

La demonstration de cette proposition procede en trois etapes.
D'abord (§44), nous montrons que, pour tout xe Gra il existe une suite y,eT,

telle que

limy, = x et lim-|y, |< doo(l, x).

Pour cela, etant donnee une courbe c(s) dans Goo, tangente a Vx, reliant l'origine
l a x , nous approchons chaque vecteur unitaire c'(s) par un vecteur de la forme
1T(y)/\y\t done l'element de courbe

par l'element Sds(y)eTl/dst Pour t= 1/ds, l'element

y, = II Sdsy(kds)

tend vers x.
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Ensuite (§ 45), nous montrons que, si yn y\ e F, ont meme limite x, alors

](\y,\-\y',\)
tend vers 0.

Enfin (§ 46), au moyen de la propriete de longueur, nous relions l a y , dans F,
par une chaine d'elements de ce groupe, tels que la courbe lineaire par morceaux
c,(s) qui passe par ces points ait une vitesse uniformement bornee pour la metrique
D. Par le theoreme d'Ascoli, une sous-suite converge uniformement (pour D) vers
une courbe cx dans G^; comme les c, sont presque horizontales, on a, d'apres le
lemme 18,

v(n' log,c,(s)~1c,(s + e))^const. e2;

par passage a la limite, nous concluons que c^ est presque partout tangente a Vi,
et done que

dx{\, x) < Iong00(cco) = l

< lim inf longD(c,) = lim inf - \y,\.

Nous aurons besoin de deux lemmes, l'un est un raffinement du lemme 18, l'autre
un theoreme des accroissements finis pour un groupe de Lie.

(42) LEMME. Soit y e F = F,. Pour t assez petit, on a

V{TT' log!/,^)^const. f2|y|2.

Demonstration. Estimons d'abord a quel point l'exponentielle, dans le groupe Gs,
n'est pas un homomorphisme: de la formule de Campbell & Hausdorff, nous tirons
l'inegalite, pour X, Ye%

ou Cs ne depend que de la norme du crochet [,]„ application bilineaire sur l'espace
norme % muni de v. Par recurrence, il vient, pour des Yt assez petits,

ou les <r, sont les fonctions symetriques elementaires. Le second membre s'ecrit aussi

Posons u =X v(Yi); si u est petit, on a

C71 (exp (Csu)-Csu-1) <const. Csu
2,

d'ou enfin, pour un nombre quelconque de vecteurs Y; e %, pourvu que u = X v( Yt)
soit assez petit:

^(logjlexp y , - I y , )S const. Csu
2.

Soit »v une norme de mots sur F telle que vvg c\ \.
Fixons un y e F, notons p = w(y): il existe p generateurs 6l,...,dp tels que

y = r U , e t d d C
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Alors

f(log1/( (Sry)-£log1/( 5,0,)<const. Cu,u
2,

ou

Or

done

Klogi/,S,0j)<c'f et u^c'pt.

D'autre part, ecrivons log! 0i = z1 + - • • + zr; alors

done sa norme est majoree par c't2 si t est petit. Nous concluons que

"(logi/, 8,y)<const. C1/rpV + KS ir'8, logj 0,)

< const. Cu,p
2t2

<const. \y\2t2,

car les normes des crochets [,], sont bornees lorsque s tend vers l'infini. En effet,
a cause du choix particulier de la bijection lineaire

L: <£->• «„,

les applications bilineaires [,], sur ^ convergent vers [,]oo. D

(43) LEMME. Soient, dans le groupe G,, deux arcs cx, c2: [0,1] -» G,, de meme origine
1, de vitesse inferieure a K. Notons c'i(s) le vecteur vitesse dcjds ramene a /'origine
par une translation a gauche. Si, pour tout s,

Hc[(s)-c'2(s))^F,
alors

Demonstration. Posons f(t) = D(ci(t), c2(t)). II vient

|/(5) -f(t)\ < \D(Cl(s), c2(s))-D(Cl(s), cl(s)c1(t)-
1c2{t))\

<£>(c2(s),c1(5)c1(O"1c2(f));

posons

a = c1(5)-1c2(S), X = c[(s), Y = c'2(s);

alors le second membre est de 1'ordre de

flog (a"1 exp(s-t)Xa exp(f-s) Y);

or

a"1 exp (s- t)Xa exp (t-s)Y~exp ( 5 - f) AdaX exp (t-s)Y

~exp(t-s)(Y-AdaX),
done
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II reste a majorer la norme de 1'endomorphisme Ada —Id: posons

a = exp A;

alors

Ada =exp(adA),

d'ou

||Ado-Id||£exp(||adA||)-l:£exp(CfD(l,fl))-l;

comme

on a

exp (C,D(1, a))<l+const (K)QD(l, a),

d'oii enfin l'inequation differentielle

Avec la condition initiale /(0) = 0, il vient

/ ( l )<Fconst(K).

car on peut majorer C, independamment de t. •

(44) Soit xe G&,; il existe une famille t<->y,sr, telle que y, tende vers x lorsque t
tend vers +oo, el que

lim sup- |y , | s dco(l, x).
t+CO It-*+CO

Fixons une courbe lisse c: [0, l]-» Goo, tangente a Vt, reliant 1 a x, de longueur a
peine superieure a dx(l, x). Par commodite, posons longoo(c) = 1, et parametrisons
c de fa?on que |c'(s)|co = l. Fixons un entier N et un p>0 ; approchons c par la
courbe horizontale, lineaire par morceaux c, donnee par:

Comme N, qui dependra de t, tendra vers +oo, il suffit de construire y, qui approche
c(l). D'apres la proposition 37, il existe, pour tout fe = l , . , . , N u n yk e F, tel que

\\yk\-p\*A et \

Posons

alors

Construisons, en utilisant les yk comme vitesses successives, le chemin lineaire par
morceaux c, dans G,\ on a c,(0) = l, et si se[(k/N), (k + l)/N[,

c,(s) = c, (—j exp, (Ns-k) log, 81/ty
k.
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Comparons le a c,:

ft(5) = *.(£)«p,(N*-*)£c'(£);
d'apres le lemme 42,

v(log, S1/ty
k --Tryk)< const. p2C2;

si Nt~1p tend vers 1, alors v(c',(s) — Nt~1Tr(yk)) tend vers 0; mais aussi

V{Nt-lTT{yk)-7r{yk)/\yk\) et v{ir{yk)/\yk\-ct{s))

si de plus p tend vers l'infini. Par consequent, sup v(c',(s) — c',(s)) tend vers 0 lorsque
p, t tendent vers +oo, et Npt~* vers 1; d'apres le lemme 43,

tend vers 0.
Enfin, l'application

y-»log,C,(l), R-»»<x,,

est polynomiale, done £>(c(l), c,(l)) tend vers 0. Ceci prouve que y, tend vers x;
par construction,

limsup|y,|//<limsup./Vr1(p + A)< 1. D

(45) Pour toute suite yn e F,n tendant vers x&G, on a

Si y, est la famille fournie par le § 44, posons

y'n = rrn
1rf.Gr,r i ;

alors y'n tend vers 1 e Gx, done Q(l,y'n) tend vers 0. Or la restriction de O a T,
est une norme de longueur done il existe un constante c telle que

Q(l,8tny'n)>c\y'n\.

II s'ensuit que ^1|'y^1'ylil-c~1C?(l, y'n) tend vers 0, d'ou

lim sup t~x\yn\ s lim sup t~l\ytn\< d^il, x) •
(46) Si y, e F, tend vers x e G^, alors

liminf-|%|>dco(l,A:).

Fixons une sous-suite y,n telle que f"1 |>y»n| tende vers la limite inferieure - l'indice
n sera sous-entendu dans les calculs. On peut supposer que cette limite est finie.

Fixons un e > 0. D'apres la propriete de longueur, il existe un p tel que, pour
tout t, on puisse ecrire

y,=IIrf. o u rfer,, |y,fc|^p,
et o- = Ir?=s(
Posons sk =X I y11/ f» et construisons l'arc lineaire par morceaux

c,(s) = c,(sk) expr[(s-sk)/(sk+l-sfc)]log,y k
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Son vecteur vitesse, ramene a l'origine, est

(log,y?W|r*| .

Montrons qu'il est borne independamment de t: d'apres le lemme 42,

v f log,y,k — T r y M s c o n s t , t 2\y?\2,

d'ou

v(c',(s))<(r/t +const, crpt'2;

comme

est borne lorsque t tend vers 0, les applications c,: [0,1]-»X sont equicontinues.
Nous pouvons done supposer qu'elles convergent uniformement vers cx: [0, l]-» G^,
pour la distance D. Par semi-con tinuite de la longueur (la metrique D est fin-
slerienne), on a

longD(Coo) <lim longD(c,) < (1 + e) lim - |y,|.

II ne reste plus qu'a verifier que c est presque partout tangente a Vi.
Remarquons que le pas des subdivisions sk tend vers 0 si x ^ 1; en effet, dans ce

cas,

et
o-/r>|y,|//>const. 0(1, y,)

qui ne tend pas vers 0.
Etant donnes SG[0, 1], 17 petit, on peut done ecrire

5 = lim Sj, s +17 = lim s.

d'ou

-n-'(logocC00(5)"1c00(s+77)) = lim7r'nog, U yM,

or, d'apres le lemme 42,
KTT'log, nr.fc)=s const. r2 |riyfl2;

on a

iny?l£IlT?l = o-(s/-s.-)^const. hi,
d'oii

" K ' l o g , [I y M ^ const. 172;

ceci prouve que, pour chaque s tel que Cx, soit derivable en s (i.e. presque partout,
car Coo est Lipschitz), la derivee dc/ds est tangente a VV •
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Ceci acheve la demonstration de la proposition 41. Le meme argument donne aussi
la

(47) PROPOSITION. SI y,, y', e F,, si y, tend vers x e Goo, si y\ tend vers x' e Gx pour
la topologie de X, alors

lim -\y;1y',\ = dx(x,x').
[->+0O t

(48) La proposition 41 signifie que, lorsque de grandes distances sont en jeu, on
peut remplacer la norme | | donnee sur F par la distance de Carnot-Caratheodory.

En effet, notons h: X = GcoX]0, +<x>]-> Goo la projection sur le premier facteur.
En particulier, h\Gt est obtenu en composant log!, exp^ et la bijection lineaire L:
^ -* 'Soo- Cet homeomorphisme h de G sur le gradue associe G^ depend done du
choix d'une graduation de ^ et d'une famille de supplementaires Wx de <S'+1 dans

COROLLAIRE. Lorsque y e F tend vers Vinfini, le rapport

dM,h(y))/\y\

tend vers 1.
Demonstration. Si le corollaire est en defaut, il existe une suite yn dans F telle que
\yn\ tende vers l'infini, alors que, si

tn = dM,hyn),

le rapport \yn\/tn ne tende pas vers 1. Posons

xn = Si/lnyneGln;
alors doo(l, hxn) = 1, done nous pouvons supposer que xn converge vers un x e G^
tel que dco( 1, x) = l. La proposition 41 entraineque(l/rn)|-yn| tend vers ^ ( l , x) = 1,
ce qui contredit l'hypothese. •

(49) Demonstration du theoreme principal. [Si | | est une norme de longueur sur le
groupe discret F, de type fini, presque nilpotent, alors les espaces (F, e| |) convergent
au sens de Hausdorff pointe, lorsque s tend vers 0, vers Vespace (Gco, d^,) (decrit aux
§13 a §25).]

Supposons d'abord F cocompact dans un groupe de Lie nilpotent, simplement
connexe, G. Utilisant le critere des resaux (§8), nous montrons que, pour tout
R > 0, il existe un fonction 6{e) tendant vers 0 telle que la boule de rayon R + 0(e)
dans (F, e| |) converge au sens de Hausdorff vers la boule de rayon R dans (Gx, dx),
notee BX(R).

Pour r > 0, notons

r = {y:|y|=sr}<=r,

notons C, le cylindre

Cr = B0O(r)x[l,+<x>]<=X,

fixons un domaine fondamental P pour Faction de F dans G. Comme (CR, Q) est
compact, il existe, pour tout rj > 0, un ensemble fini Nv <= B^R) tel que, relativement
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a la distance Q, CR soit contenu dans le rj-voisinage de Nv x[ l , +00]. Pour xeNv,
notons xe l'element (logooX, 1/e) de GX/e.

Pour xeNv, notons hB(x) l'element y de F tel que S1/exe e yP. Alors les SehE(x)
convergent vers x e Gx: en effet,

Q(8chs(x), xt) = eQ(hc(x), S1/cxe) < e Diamo(P)

tend vers 0 avec e. Par consequent, d'apres la proposition 41,

e\he(x)\/dM,x)

tend vers 1, done l'image hc(Nv) est contenue dans une boule r(R+8)/c, ou d(e)
tend vers 0 avec e. De plus, si x ^ x ' e Nn, le rapport

e\K{x)-'he{x')\/dx{x,x')

tend vers 1, done hE est presque une isometrie de Nv sur une partie de riR+e)/\
II reste a montrer que cette partie est tres dense dans r<R+*)/E, i.e. que pour tout

yeriR+e)/c, il existe un xeNn tel que e|-y~1/ie(x)|<const. 77. D'apres le corollaire
48, on a, pour tout yer ( R + e ) / E ,

e

pour un &'(e) tendent vers 0 avec e. Par consequent,

<U1, hSty) = dM, Sehy) = ed«(l, hy)*R + 6',

done il existe un z e CR tel que

d00(/i2,fcfi.y)sfl',

d'ou

O(2,8e7)<0",

ou 0"(e) tend vers 0 avec e. Enfin, il existe un xeNv tel que

soit

et done

x) y)^ +diamoP.
e

Comme Q|r et | | sont deux normes de longueur sur T, nous concluons que

e\y~lK(x)\-const. (TJ + 0") + £ diamoP^const.' 77

lorsque e est petit.

Cas general. Soit N un sous-groupe nilpotent, d'indice fini dans F. Les elements
de torsion forment un sous-groupe fini F dans N (voir l'appendice). Le groupe
quotient F', F' = N/F, de type fini, nilpotent, sans torsion, est, d'apres Malcev [12],
isomorphe a un sous-groupe cocompact d'un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe G. Munissons F' de la norme quotient; alors la distance de Hausdorff (non
pointee) de F a F' est finie, done la convergence des (F, e| |) resulte de celle des
homothetiques de F'. D
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(50) Achevons cette partie par un lemme technique.

LEMME. Soit P un domaine fondamental pour faction de F dans G. Notons h la
projection sur le premier facteur de X, h: G -* Gx. Posons, pour r> 0,

Alors A{r)/r tend vers 0 lorsque r tend vers +oo.

Demonstration. On peut ecrire

A(r) = </«,( Jryr*

oii xn yr eP, yre F, d^il, hyr) < r, yr tend vers l'infini. Posons

ar = 8l/ryrxreGn br = Sl/ryryr

Les suites ar et br sont bornees dans X: en effet,

0(1 , ar) = 0 (1 , yrxr)/r< 0 (1 , y,)/r + diamoP/r;

or

O(l, yr)=£ const. |yr|< const'. ^ ( 1 , hyr).

Comme O est invariante a gauche sur G^G^,

Q{an br) = Q{xy, yr)/r<diamoF/r
tend vers 0. La distance O et la distance produit doo@d{l/t) etant uniformement
equivalentes sur les parties bornees de X, on conclut que

tend vers 0. •

G. Volume des boules
(51) Soit (M, g) une variete riemannienne compacte, dont le groupe fondamental
est presque nilpotent. Rappelons que \ol^(R) designe le volume de la boule de
centre m, de rayon R dans le revetement universel (M, g).

PROPOSITION. SI p est la dimension homogene du groupe fondamental F, la limite

lim volA(R)R-p,

oii p est la dimension homogene du groupe F, existe toujours.

Demonstration. Soit P un domaine fondamental pour Faction de F sur M; notons
S = diamgP. On a alors les inclusions

U yP^B(m,R)^ U yP,

d'ou

lim vol (g) card{y: |y| s JR}/voU(i?) = 1.
R-»oo

Cas oii F esf isomorphe a un sous-groupe discret cocompact d'un groupe de Lie
nilpotent G. Clairement, il resulte du corollaire 48 que le rapport

card {y: |y| < i?}/card{y: ^ ( 1 , hy) < R}
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tend vers 1 lorsque R tend vers +00. Fixons un domaine fondamental P pour F
dans G; avec les notations du lemme 50,

\J{h(yP): dM,hy)^R-MR)}^ BUW^UiHyP): dM,hy)^R + MR)}.
Pour toute mesure de Haar ix sur Gx, la mesure induite h*n est une mesure de
Haar sur G, qui ne depend pas des choix qui interviennent dans la definition de h.
Par consequent, ixh(yP) ne depend pas de y, et il vient

lim fi(hP) card {y.doo{l,hy)^R}/fj.Boc(R) = i-
R->oo

La proposition resulte alors de l'homogeneite des mesures de Haar de G^ par
rapport aux homotheties St:

Le volume asymptotique est done egal, dans ce cas, a

vol (g)fiBM)/n(hP).

Cas general. Quitte a prendre un revetement fini (ce qui ne change pas le revetement
universel), on peut supposer que F est nilpotent; notons F le sous-groupe de torsion,
F' = T/F muni de la norme quotient; en fonction de

n(i?)=card{yeF:|y|<JR},

on a les inegalites

n(R) < n'(R) card (F)< n'(R +sup {\r\: r e F}),

done la convergence de n(R)Rp resulte de celle de n'{R)R~p. •

(52) Remarque. Bien que, dans les parties E et F, nous supposions toujours donnes
un sous-groupe cocompact d'un groupe de Lie nilpotent et une metrique invariante
sur ce sous-groupe discret, les demonstrations du theoreme principal et de la prop.
51 s'appliquent au cas d'un groupe de Lie nilpotent muni d'une metrique invariante
a gauche, meme si celui-ci n'admet pas de reseau.

H. Volume Asymptotique en dimension 3
(53) Une algebre de Lie nilpotente, non abelienne, de dimension 3, admet
necessairement la graduation Vx®^2, ou dim Vl = 2, dim^2 = l; elle est done
unique a isomorphisme pres. D'apres [12], tout sous-groupe discret cocompact de
G admet des generateurs yu y2, 73 satisfaisant aux relations

[yi,?2] = y3, [ri, r3] = [72,73] = L
Etant donnee une metrique riemannienne g sur M = Fk\G, la norme masse | \x sur
Vi = HX(M, U) determine une mesure mass* sur la variete

JlM = H1(M,U)/H1{M,Z),

une metrique de Carnot-Caratheodory dx sur G, adaptee a la graduation V! © CS2.
II reste a fixer une normalisation de la mesure de Haar sur G: notons </> la 2-forme
sur V, dont l'integrale est mass*; notons v la projection G->G/G2= V ;̂ il y a
une seule 1-forme invariante w sur G, nulle sur Vi, telle que

d(x) = —Tr*<f>;
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par definition, la mesure vol est obtenue en integrant la 3-forme invariante

TT*<f> A CO,

(54) Calculons la mesure d'un domaine fondamental P pour T dans G. Soit P' le
parallelogramme forme sur vx = iriy^ et v2 = ir{y2). Choisissons une section s de
au-dessus de P' telle que

•s*w|(flp'_o) = 0

(s a necessairement une singularite en 0). Posons

P = {(y3Ys{v):veP', 0<f<l}.

Alors

vol (P) = n*<f> A w = ( I o) I <]>
Jp J P' \jPr^7r'v I

= 1 (I W)<^
JP' \Js(v) /

hM^co= mass* JM I ^ <u (*)

Or la section s permet de ealeuler l'integrale de o> sur une fibre: le bord de s est
constitue de l'arc horizontal s(BP'-O), et d'un arc dans une fibre de l'origine 1 a
e € G2, done

I » = - [ « f a > = | 4> =
J l Js(P') JP'

| (**)
s(P')

II faut done comparer e a "V3. Notons cr l'automorphisme de G qui vaut —id sur Vj
et id sur 'sf2. II preserve la forme to, done les courbes horizontales. En particulier
les relevement horizontaux des droites de Vu done on peut ecrire

Ainsi, si on pose

5(1^) = a, s(v1 + v2) = ab, s{v2) = abc, e-abed,

on a era = a'1, crb = b'1 etc. D'autre part, les courbes horizontales

t<-*s(v1 + v2 — tv1) et ti-^abasitVi)

ont meme origine et meme image par TT, done sont egales, ce qui donne

abs{v2) = abc = aba-(a),

d'ou

Enfin, comme a = y1 et b = y2 modulo G2, nous obtenons

e = [7,,y2] = y3
En comparant (*), (**), (***), nous concluons que

vol (P) = I (mass* AM)2.
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(55) La mesure mass* est definie de facon a avoir la propriete suivante: pour tout
parallelogramme P, le produit des distances entre les faces opposees est au moins
egal a mass* (P).

De maniere equivalente, definissons mass* comme l'integrale d'une deux forme
4> de norme 1, ou la norme d'une deux-forme \jj est definie par

M=inf{|a||j8|:0 = aAp}.
et | | designe la norme duale induite par | \x sur les formes lineaires.

(56) LEMME. SO/7 cj> une 2-forme de norme 1 pour \ \x. Ecrivons </> = aA/3 ou
\a\ = \p\ = 1. Notons I1 et F les normes

rU) = sup{|aU)|;|/3(x)|}

I1(x) = \a{x)\ + \l3(x)\ surVi.
Alors

r<| Us/1,
et les 2-formes correspondantes, de norme 1 et de meme orientation que <j>, sont
donnees par

Demonstration. Remarquer qu'il existe toujours une decomposition 4> = a A /3
realisant la borne inferieure \cf>\ = |a||/3|. Soit (a, b) la base de V,, duale de (a, /?);
alors |a|oo = |^|co= 1; en effet,

si on avait | a \x > 1, il existerait un hyperplan separant a de la boule unite, c'est-a-dire,
une forme lineaire a' telle que a'(a) = 1, mais \a'\ < 1; alors

a 'A/3 = aA)8 = (/),

ce qui contredit la propriete de minimum de (a, /?). Par consequent, la boule unite
de | loo contient a, b, -a, —b done leur enveloppe convexe, qui est la boule unite
de l\

Enfin, pour tout x,
\ \ \ \ \ U

Un calcul elementaire montre que \a A f}\ = 1 pour f°; on remarque, pour /', que
cette norme admet une isometrie sur /°° de determinant 2. •

(57) PROPOSITION. Notons v* le volume de la boule unite pour la metrique de
Carnot-Caratheodory d^ sur G, induite par | \x, notons v*1 le volume correspondant
pour la norme I1. Alors

Demonstration. Notons I = I(v) l'intervalle de la fibre ir~'(t;) se trouvant dans la
boule unite Bx(l); par definition,

ou z{v)=\j a). Remarquons que, si q = q(v) est l'unique point de la fibre en v tel
que aq = q~i, alors I{v) est invariant par l'isometrie x>-*qcr(x).
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Comparons z aux quantites analogues z°° et zl relatives a /°° et I1. Si I(v) =
(p, qap) est un intervalle d'extremites p et qo-p, et si c est une courbe de longueur
1 reliant l'origine l a p , alors

longoo(c)<long(c) = l,

done l'intervalle /°°(u) contient {p,qo-p), d'ou

^ ] 6 ) ° ° =
Jp Jl
] w = z(v).

p Jl(v)

Inversement, si I1(v) = {p\qo-pl), et si c1 est une courbe de longueur (relative a
/') egale a 1, reliant 1 a p\ alors I(v) contient (p\qo-p1), d'ou

Par consequent,

z°°{v)
r<i Jr<i

2z2<£<4f>*.

Enfin, i/*°°= j ' * 1 , car les normes /°° et I1 sont isometriques. D

(58) Rassemblant l'expression du volume asymptotique donnee en 51, le volume
du domaine fondamental donne en 54, et l'inegalite 56, nous concluons:

PROPOSITION. Soit (M, g) une variete riemannienne compacte, dont le groupe fonda-
mental est isomorphe au sous-groupe Fk du groupe de Heisenberg. Le volume
asymptotique s'ecrit

voU (g) = kv* vol (g)(mass* J.M)'2

ou la constante v*, qui ne depend que de la variete de Jacobi, satisfait a

0.22 < v* < 0.89.

I. Geodesiques fermees
(59) Soit g une metrique riemannienne sur la nilvariete M = T\G, ou G est un
groupe de Lie nilpotent. A chaque point m de M correspond une norme |y| =
d(m, ym) sur F. Alors le nombre \y\ est la longueur minimum d'un lacet geodesique
en m, representant la classe d'homotopie y; par consequent, la fonction

est le nombre de lacets geodesiques en m, de longueur inf erieure a R, dont l'existence
est imposee par la structure du groupe fondamental.

(60) PROPOSITION. Notons F1 = r, r i + 1 = [T, F ] les sous-groupes de commutateurs
successifs, notons

p(i)=l / rang(r ' /P+ 1) .
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Alors la limite

lim i?-p0)card{yer':|y|sR}
R-.OO

existe toujours.

Demonstration. D'apres le corollaire 48, nous pouvons remplacer |y| par doo(l, hy).
D'apres Malcev, le groupe discret F" est cocompact dans le groupe des commutateurs
G' <= G; fixons un domaine fondamental P pour I" dans G'\ les h{yP) recouvrent
GL, et

diara*, (hyP) = o(dx(\, hy)),

done denombrer les yeV tels que d<x>(l, y)^R revient a calculer le volume des
boules de G'm pour la distance d^, induite par G^. Or G'x est invariant sous les
dilatations 8, de Gco, et la mesure de Haar de G ,̂ est homogene de degre p(i) pour
le groupe 8,. •

(61) Notons C Pensemble des classes d'homotopie libre de courbes fermees dans
M, ou, ce qui revient au meme, des classes de conjugaison dans F. Notons \c\ la
longueur minimum d'une geodesique fermee representant la classe c. Alors la
fonction

Ne(R) = card {ceC:\c\<R}

donne le nombre topologique de geodesiques periodiques de longueur inferieure a
R. Clairement, pour toute classe de conjugaison c:

|: ye c}<|c| + 2 diam (g),

par consequent, si Fr est le dernier groupe de commutateurs non nul, la limite
lim i?"9card{cerr : |c |</?}

R-»+co

existe, ou q = r rang (Fr). La plupart de ces geodesiques periodiques sont primitives:
en eflet, les iterees d'une courbe y ne realisent pas la longueur minimum dans leur
classe d'homotopie:

(62) P R O P O S I T I O N . Soit y e F" — F"+ 1; la longueur minimum d'un lacet homotope a

I'iteree yk croit comme kl/\ i.e. la limite

lim \yk\k~l/i

existe.

Demonstration. En eflet, considerons yeGt, et ecrivons y = exp1(zi + --- + zr).

Posons f = /c1 / ' ; alors yk = exp1(kz1 + -•- + kzr); 8u,y
k = e x p , (z; + - • - + kr'zr)

tend vers expcoZieG^, done d'apres la proposition 41, (l/t)\yk\ tend vers
doo(l, expo, Zt) ¥" 0 lorsque k tend vers l'infini. D

(63). COROLLAIRE. Soit (M,g) une variete riemannienne telle que.T = TTI(M) soit
cocompact dans le groupe d'Heisenberg de dimension 3. Notons N0(R) le nombre
topologique de geodesiques periodiques de longueur inferieure a R, primitives et
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homologues a 0. Alors, pour toute metrique riemannienne, la limite

lim N0(R)/R2

existe.

Demonstration. Notons f un generateur de F2; pour chaque keZ, choisissons une
geodesique fermee de longueur minimum dans la classe d'homotopie libre £k, notee
c(k), et montrons que l'equation

c(k) = /-ieme iteree d'une courbe c', l^\.

n'a qu'un nombre fini de solutions. Remarquons que c(k) = c'' entraine que k = Im,
et que c' est de longueur minimum dans sa classe d'homotopie libre, d'ou, si
d = diametre (g),

\£k\*l(\C_\-2d).

Fixons un e > 0 tel que (l + e)/(l —e)< V2; d'apres le § 62, il existe un A tel que,

Fixons u n 6 > A tel que (1 + e ) / ( l - e)(B/B — 2d) <\/2. Alors, pour chacun des m
tels que |£m\ < B, l'equation c( Im) = c(m)' n'a qu'un nombre fini de solutions, d'apres
§ 62 applique a £m.

Si, au contraire, |£m| > B, et si |£fc| > A, alors

d'ou

done il n'y a pas de solution dans ce cas. D

(64) Jusqu'a present, nous savons denombrer seulement les geodesiques fermees
du dernier sous-groupe de commutateurs Fr. Pour denombrer les geodesiques dans
rr~i — Tr, il faut connaitre les classes de conjugaison dans F; e'est pourquoi nous
ne donnons de resultat qu'en dimension 3.

PROPOSITION. Supposons F=7Ti(M) cocompact dans le groupe d'Heisenberg; la
limite

lim R~2 card {ce C, c nonhomologueaO: Icl^i?}
R-.+00

existe toujours.

Nous allons utiliser le fait elementaire suivant:

(65) SCHOLIE. Soit a(R) une suite de nombres positifs telle que
(i) pour tout R et tout entier p, a(pR)>p2a{R)\
(ii) pour tout r fixe, a(R)-a(R-r) = o(R2) lorsque R tend vers +oo.

Alors la limite limR^+0O R~2a(R) existe.

Posons s = lim sup a(R)/R2, et soit q assez grand pour que

a(q)/q2>s-e.
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Par (ii), il existe un A tel que, pour p> A et pour tout r, 0^

a(pq)-a(pq-r)<e(pq)2,

d'ou

a(pq-r)/(pq-r)2>a(pq)/(pq)2-e>a(q)/q2-e>s-2e. •

Demonstration de la proposition 64. Pour chaque classe de conjugaison c, fixons un
representant y(c) tel que dco(l, y(c)) soit minimum. D'apres le corollaire 48 et
l'inegalite du §61, nous pouvons remplacer, dans l'enonce, le nombre \c\ par

L'image n(c) dans V, est bien definie; c non homologue a 0 se traduit par
ir{c) ̂  0. Fixons une base (a, b) du reseau TT(T): alors, au-dessus du point ma + nb
de 7r(O, il y a exactement mA« = pgcd de m et n classes de conjugaison. Par
consequent, si n(c) = ma + nb,

ou A = dco( 1, ̂ ) pour un generateur ^ de F2.
Notons C{R) l'ensemble des classes de conjugaison c telles que

d(l,y(c)(')^R pourtoutfe[-i | ] ,

et posons

a(R)= card C(R).

Verification de (i). Soit / un entier relatif, \j\^p2-\, ceC(R); alors, pour tout
f e [ - i i ] , on a

done la classe de conjugaison de 8p(c)£j est dans C(pR). Or, lorsque c varie dans
C(«) et / de — (p2— l ) /2 a (p2—l)/2, les classes de conjugaison Spc£; obtenues
sont toutes distinctes, done

a(pR)>(p2-l)a(R), si pest pair,

^p2a(R) si p est impair.

Verification de (ii). Comme d ^ l , -y(c))>|7r(c)|CD, tous les TT(C), pour ceC(i?),
sont dans

B(R)={am + bn: lam + bn^^R},

d'ou l'inegalite

a(R)< ^ mhn;

inversement, si \am + bn\(Xy +&\lm hn + 2-^R — r, pour toute classe c telle que
•n-(c) = ma + nb et tout t e [—5,3], on a

soit ceC(R); il vient done

A n: Ima + nolco + Avm A n + / < K - r } S : ^ m/\n,
B(S)

pour un S tel que i? -const. -JR < 5< R, car m A n <const. |ma + nft|co-
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Nous pouvons done majorer a(R)-a(R-r) par X*=1 pbp, ou bp est le nombre
de couples d'entiers (fi, v) premiers entre eux, et tels que

Fixons une fonction e(R) tendant vers 0. Pour p< eR, nous majorons

bp <card {(n, v): S^pl/xa + vb^R}

au moyen du volume des boules dans V,: si celui-ci est en TR2, et si d est le diametre
d'un domaine fondamental de 7r(r) dans V,, alors

d'ou

I pbp<const. (RyfR log (eR) + eR2).

Pour p> eR, nous majorons p par i? et L P = E R bp par

card{(/n, i'): ilexistep> eR tel que p\ pa + i>b\x< R}

<card {(/x, i>): \fia + "^U^ e~'}< const. e~2;

d'ou
R

X pfcp == const. Re~2.

Enfin, il vient

a{R)-a{R-r)/R2<const. (e + l/Re2 + \og(eR)/R),

qui tend vers 0 lorsque e(R) = i?^3, par exemple. •

(66) En combinant les deux resultats precedents, nous concluons:

PROPOSITION. Soit Y un sous-groupe discret cocompact du groupe de Lie nilpotent,
non abelien, de dimension 3. Pour toute variete riemannienne (M, g) dont le groupe
fondamental est isomorphe a Y, la limite

hmaaNc(R)/R2

existe, ou NC(R) designe le nombre topologique (cf § 33) de geodesiques periodiques
de longueur inferieure a R dans (M, g).

Appendice: torsion dans un groupe nilpotent de type fini
(67). Le but de cet appendice est de demontrer la

PROPOSITION. Dans un groupe nilpotent, de type fini, les elements de torsion forment
un sous-groupe fini.

(68) LEMME. SoitY un groupe; a ett des elements deY, z = [a, t\ Si a et z commutent,
alors, pour tout n, on a

z"=[an,t].
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Demonstration. En effet,

[an+\ t] = aanta-"a-1r1 = a[an,

= [a",t][a,t]

si a et [a", t] commutent. •

(69) LEMME. SOW F un groupe nilpotent, engendre par { a 0 , . . . , ah}. Supposons que
{ a l 5 . . . , ah} engendrent un sous-groupe fini F; alors, si a0 est de torsion, le groupe F
est fini.

Demonstration. Pour z e F, posons

Sl={z], Sr '={[a k , f ] :O^fc«MeS' 2 } , Sz = \J $z,

notons Sz le sous-groupe engendre par Sz. Pour tout z, l'ensemble Sz est fini. II
s'agit de montrer que 2a0 est fini: en effet, Sa0 est distingue dans F, et l'application

est surjective. Comme F est nilpotent, il existe un ; tel que, si j > ; + l, Sj,o = {l}.
Alors, si z e S'ao, le groupe Sz est fini: il est engendre par Sz = {z}; par hypothese,
z = [ak, t], et [ak, z] e S^1 est nul, done

z" = [at, t] = 1 pour n assez grand.
Montrons, par recurrence descendante sur i, que Sz est fini pour tout ze Sa0.

Fixons z e S'ao, notons 2m le sous-groupe engendre par les S[ak, z], pour k > 0,
et les S"[a0, z], pour n>m.
Alors 2m est distingue dans F: en effet, si fe>0, et t e S[ak, z],

pour fe = 0, t G S"[a0, z],

0 ,^7 ' = [a,, t]t

est dans le sous-groupe engendre par S"[a0, z], done dans 1m.
Le quotient Sm/Sm + 1 est abelien: en effet, si k > 0, et t e S[ak, z),

[ a , , f ] e S K , 2 ] c r + 1 ;

pour fe = 0, et 16 S"[a0, 2],

Le quotient 2 m /2 m + 1 est engendre par des elements de torsion: en effet, il est
engendre par

Sm[a0,z]ciX[a0,z]

qui est fini, par l'hypothese de recurrence, et le fait que [a0, z]e S'+1a0. Nous
concluons que chaque quotient est fini, done la finitude de 21 resulte de celle du
groupe engendre par les S[ak, z], k > 0. Par recurrence sur fe, on voit done que le
groupe X1 engendre par les S[ak, z], k > 0, est fini.

Or S1 est distingue, et le groupe quotient Sz/S1 est engendre par 2. Ecrivons
z = [ak, t], pour un teS'~1a0; comme [ak, z ] = l modulo 21, pour un entier p,
zp = [cik, t] = l modS1, done le quotient Xz/21 est fini, ce qui prouve que 1z est
fini et acheve la demonstration par recurrence. •
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(70) Soit F un groupe nil potent, de type fini. Le lemme 69 montre que les elements
de torsion forment un sous-groupe, et que, s'il est de type fini, il est fini. La
proposition 67 resulte done du lemme suivant:

LEMME. Dans un groupe nilpotent, de type fini, tout sous-groupe est de type fini.

Demonstration. Raisonnons par recurrence sur l'ordre du groupe F. Notons F2 le
groupe des commutateurs, et IT: F-> F/F2. Par l'hypothese de recurrence, pour tout
sous-groupe F', F 'nF 2 et -n-(F') sont de type fini, done F' est de type fini. •
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