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RESOLUBILITE LOCAL POUR
DES EQUATIONS SEMI LINEAIRES COMPLEXES

B. DEHMAN

1. Introduction. Dans ce travail, nous construisons des solutions pour
une certaine classe d’équations semi-linéaires complexes dans le plan. Plus
précisément on considére prés d’un point xo de R? ’équation

(%) Pu=f(x,u,0u,...,0%), |a|=m—1

ol P est un opérateur différentiel d’ordre m(m 2 1) a coefficients C*° complexes,
et ol f est a valeurs complexes, analytique en u,...,0%,|a] = m — 1, et
seulement C* en x. En supposant alors que P est de type principal pres de x et
vérifie la condition de Nirenberg-Tréves sous elliptique (que nous noterons (P ),
voir [5]), nous construisons une solution locale de (%), de classe C*™ (Théoréme
2.1).

Ce résultat échappe évidemment aux théorémes classiques d’existence de
Hamilton—Jacobi et de Cauchy—Kowalevsky. En outre il généralise dans une
certaine direction le théoréme de résolubilité locale de Nirenberg—Tréves.

La démonstration repose essentiellement sur la procédure d’itération de Nash-
Moser (cf. par exemple [1] ou [2]) et est inspirée du travail de G. Nakamura
et Y. Maeda [3]. A I'aide de la paramétrix construite par Tréves dans [5],
nous construisons de méme une paramétrix droite pour la partie principale de
I’opérateur P. Cela nous permet de trouver une solution a 1’équation linéarisée
de (x), vérifiant une inégalité douce, essentielle au fonctionnement du schéma
d’itération que nous utilisons.

1. Préliminaires — notations. On travaille dans un ouvert € voisinage de
’origine de R2. On notera x le point courant de R? et ¢ sa variable duale.

Si u est une fonction numérique définie et dérivable sur { on notera \yu son
gradient:

ou ou
Vulx) = (al‘ (x), Fy (X)> .
Pour un couple @ = (a1, &) € N?, on désignera par 0% la dérivation 8_?.‘]‘ o,

D’autre part, pour un réel s, on notera H*(R?) I’espace de Sobolev d’ordre
s, muni de sa norme habituelle :

1/2
il = ([ a+lepriaora) .

Recu le 16 janvier 1989.
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Nous rappelons de méme qu’un symbole différentiel homogene p(x, £) défini
sur T*Q\0 est dit de type principal sur Q si pour tout (x, £) € T*Q\0, p(x, &) = 0
implique s7p(x, £) # 0. Et on appellera courbe bicaractéristique nulle de p, toute
courbe intégrale du champ H, sur laquelle p = 0.

2. Enoncé du résultat — remarques. Dans € voisinage de 1’origine de R?,
on considere 1’équation semi-linéaire.

2.1)  pu=f(x,u,0u,...,00u), lof=m-—1

ol P est un opérateur différentiel homogene d’ordre m(m 2 1) a coefficients dans
C>®(2) et ou f est une fonction a valeurs complexes, C*™ de ses arguments et
analytique en u, 0,4, ..., 0%, || = m—1. On notera Re p(x, £) (resp. Im p(x, £))
pour désigner la partie réelle (resp. imaginaire) de p(x, ).

THEOREME 2.1. Dans le cadre défini ci-dessus, on suppose en outre que
I'opérateur P est de type principal sur Q et que

Pour tout (xg,€o) € QxR?\0 et pour tout nombre complexe
z tels que p(xo,&o) = 0 et J¢ Re(zp)(xo, &o) # O, la fonction
(P) § Im(zp)(x, &) restreinte a la bicaractéristique de Re(zp)(x, £)
issue de (xg, &o), posséde des zéros d’ ordre pair (donc fini)
inférieur ou égal a 2k.
11 existe alors un voisinage €y de I’ origine sur lequel I’ équation (2.1) posséde
une solution de classe C™.
Exemple 2.2. Prés de 1’origine de R? dont on note (z, x) le point ordinaire, on
considere 1’équation :
Jdu
ot

avec k € N, a de classe C™, a(0,0) # 0 et f de classe C*, analytique en u.
Il existe alors un voisinage de I’origine sur lequel ’equation (2.2) possede
une solution C*°.

(2.2) +ir**a(t, x) d _ f(t,x,u)
ox

Remarque 2.3. Le Théoreme 2.1 généralise dans le plan (et dans le cadre sous
elliptique) le théoreme de résolubilité locale de Nirenberg—Tréves [4].

Remarque 2.4. Nous justifions ici les deux hypotheses du Théoréme 2.1 qui
nous semblent les plus restrictives, a savoir, la dimension deux et I’hypothese
de Nirenberg-Tréves “forte” (qui fait que 1’équation soit sous elliptique).

En fait, en partant simplement de I’hypothese de résolubilité locale de [4],
I’équation (2.1) est en général au mieux sous elliptique. Ce qui nous amene
alors naturellement a la résoudre a I’aide du procédé d’itération de Nash—Moser
(cf. par exemple [1] ou [2]). En notant donc

F(x,u,0u,...,0%) g <m = Pu—fQx,u,. .., 0% q<m—15
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on veut résoudre F(x,u,...) = 0 localement.
Or le point crucial de cette méthode consiste a établir une inégalité “douce”
pour le linéarisé de F sur u. Plus explicitement si

23) Lyv=g
il s’agit d’établir une estimation du type

(24) |V|s—d = Cs{lgls + |u|slv|d}

pour tout s € R, d fixé (dépendant de 1’équation).

Malheureusement, sous une simple hypothese de résolubilité locale, une telle
inégalité semble difficile a obtenir. Par contre, dans le cadre du Théoreme 2.1,
nous construisons une paramétrix a droite pour P, qui nous permet de résoudre
localement (2.3) et nous fournit une estimation du type (2.4).

D’autre part, la dimension deux est justifiée par le fait qu’elle permet, grace
a une bonne factorisation de P, de construire (d’abord microlocalement puis
localement) cette paramétrix.

Enfin, le cadre semi-linéaire est dicté par “I’instabilité” de la condition de
Nirenberg—Tréves (méme sous elliptique). En effet, sans une hypothése de struc-
ture assez rigide (et donc peu raisonnable) sur le linéarisé L,, la condition (P )
peut étre vérifiée par L,,, sans 1’étre par L,, pour u arbitrairement “proche” de
Up.

Remarque 2.5. 11 est important de noter (voir aussi [4]) que la condition (P )
est vérifiée par I’operateur P si et seulement si elle est vérifiée par son transposé
P. Ce fait sera utilisé implicitement lors de la construction de la parameétrix
droite pour P.

3. Demonstration du theoréme. Nous nous contenterons d’établir la démon-
stration pour les équations d’ordre 1 (m = 1) puis nous indiquerons les modi-
fications a introduire pour les équations d’ordre supérieur, et qui se situent
uniquement au niveau de la construction de la parameétrix a droite de P.

On se place donc dans un voisinage ouvert Q de 1’origine de R? dont on note
(t,x) le point courant. Et on considere sur  1’équation.

(31) P(ta-x; at7 ax)u :f(tvxau)
ol P est homogene d’ordre 1, vérifiant la condition (P ) et ou f est C* de ses
arguments, et analytique en u.

A T’aide d’un changement de variables classique (redressement d’un champ

de vecteurs non singulier) :

(tlvxl) - <P(t/7xl) = (t,X),
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et grace a I'invariance de la condition (P ), on rameéne (3.1) a :

v

(CRI

+ia(f,x") % =f{,x, v).

On reprend donc les notations habituelles, et on résout

ou ou
5’; +1a(t,x) gx' —f([,)(, u)

(3.3)
le symbole (7 + ia(t, x) &) vérifiant (P).

La preuve repose sur la méthode d’itération de Nash—Moser. Elle est con-
stituée de 3 étapes essentielles.

a) Construction d’une solution “approchée” de 1’équation (3.3). Nous verrons
plus loin que I’approximation se fera au sens d’une certaine norme Sobolev.
Cette construction fera 1’objet du Lemme 3.1 que nous énoncerons d’ailleurs
dans un cadre plus général que celui du Théoréme 2.1.

b) Construction d’une paramétrix droite pour 1’opérateur linéaire associé a
(3.3), et preuve de I’estimation douce du type (2.4).

c) Le fonctionnnement du schéma d’itération de Nash—Moser pour la résolu-
tion de (3.3). C’est une légere modification de la méthode classique, que nous
développons afin que I’exposé soit auto-contenu.

A. Construction d une solution approchée.

LemME 3.1. On considére sur un voisinage ouvert Q de ['origine de R"
I’équation non linéaire

(34 F(r,u,yu)=0

ou F est une fonction a valeurs complexes C™ de ses arguments et analytique
en u et \Ju. Et on suppose qu’il existe qy € C et ro € C" vérifiant

(35) F(O, qo,rg) =0 et \V45 F(O, CI(),F())% 0.

Alors pour tout N € N et tout 1 > 0 il existe un voisinage Q' de I origine de
R" et une fonction uy analytique sur Q' vérifiant

(3.6)  |F(x,up, Vuo)|unry < 1.
Preuve. Soit N € N et 1 > 0. Definissons la fonction G par :
Gy u,\u) = F(O,u,\7u)

+xla_F (O,H,V“)+"'+Xn a_F (0714,V”)
1 n

ox ox,
+x’1V 311—{15 (O,u,Vu)+-~+x,’,V—;)3—1;§ O, u, yu).
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G est la partie polyn@miale du développement de Taylor de F a I’ordre N, selon
son premier argument x. G est analytique de ses arguments, et vérifie en outre

G(0,q0,r0) =0 et par exemple (cf. (3.5))
(3.7 G

=— (0 0.

a(alu) ( 7 q07 rO) #
On résout donc le probleme du Cauchy—Kowalevsky suivant

Glx,u,vu) =0
(3.8) .

Up=0 = qo+ ijroj

j=2

ol on a noté ry = (roy,...,7nm) € C".
On trouve ainsi une fonction ug analytique dans un petit voisinage Q' de
I’origine vérifiant (3.6).

B. Construction d’ une paramétrix a droite pour le linéarisé. Dans ce para-
graphe nous changeons légérement de notations. Posons

(3.9) F(t,x,u,\Ju) = ?E +ia(t,x)é—)E —f(@t, x,u).
ot ox

(Nous essayons donc de résoudre localement F' = 0.) Puis écrivons le linéarisé
de F sur u sous la forme :

(3.10)  Lu(t,x; 01, 0x) = P(t,x; 0r, Ox) +b(t,x, 1)

ou P est I'opérateur différentiel homogeéne de symbole p = i(7 + ia€) et b une
fonction C* en (¢, x) et analytique en u.

Rappelons a présent que dans [5], F. Tréves a construit une paramétrix a
droite, pseudo-differentielle pour 1’opérateur P (en fait pour une classe plus

large).
Plus précisément, il a construit deux opérateurs intégraux de Fourier K| et R,
vérifiant :
PK\v = w(t,x)v +Ryv Vv € C(‘)’O(RZ)
(3.11) K, = H>*(R?) — H°**(R?) Vs € R, continument
R, : L*(R?) — H°S(R?) Vs € R, continument

ol w € C§°, w=1prés de (0, 0) et supp w est contenu dans un petit voisinage
de (0, 0); et ou pour s,s’ € R, nous avons noté :

H* (R?) = {u € D'(R?%),
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1/2
|u|s,s,:{ / (1+f"-)s(1+l£lz)"lﬁ(r,£)l2drd£} <oo}.

Enfin, § = 1/2k + 1 ol k est I'entier naturel introduit dans I’énoncé de la
condition (). Nous remarquons d’autre part que dans la direction {r # 0} i.e.,
dans un cOne du cotangent de la forme {|¢| < c|rt} ’opérateur P est elliptique;
il admet donc dans cette région un inverse pseudo-différentiel.

Soient alors ¢ et ¢’ deux constantes positives telles que 0 < ¢ < ¢’. Et soient
x1(T, &) et x2(7, £) deux fonctions C* hors de (0, 0) réelles, homogenes de degré
0, constituant une partition de 1’unité subordonnée au recouvrement de R2\0 par

{irl >clély et {Id <cl¢l}

Nous pouvons trouver un opérateur pseudo-différentiel classique Ko élément de
OPS; 4, proprement supporté, vérifiant

(3.12) PKov = w(t,x)x1(Ds, Dy)v + Ro(t,x; DyyDy)v, Vv € C6’°(R2)

oll Ry est un opérateur infiniment régularisant.
Définissons alors 1’opérateur pseudo-différentiel Q(¢,x; D,,D,) par

(3.13) @ = o(t,x)Ko + ¢(t, x)x2K
ol p € C(C,’°(R2)7 ¢ =1 prés de (0, 0) et
supp oC{(t, x), w(t,x) = 1}.
En tenant compte de la remarque suivante (cf. (3.15)) on vérifie aisément que
(3.14) L, Qv = o(t,x)v +Rv Vv € C(RY),

ol R est un opérateur §-régularisant dans le sens suivant : Pour tout s 2 0, R
est borné de H* dans H** (On rapelle que § = 1/2k + 1).

Remarques. (3.15) 11 est facile de voir que si v est une distribution dans
H(s Z 0) dont le spectre est contenu dans un cOne de la forme {|7] <
col€l|}, co € R*, alors v € H¥.

(3.16) 11 est important de noter que les opérateurs Ky et K; (et donc Q)
ne dépendent pas de (la fonction inconnue)u. Seul le reste régularisant R en
dépend, de maniére d’ailleurs assez pratique. C’est 1a I’avantage direct du cadre
semi-linéaire, que nous allons mettre a profit pour établir notre estimation douce.

(3.17) Dans (3.14) la fonction u est supposée de classe C*°.

C — Estimation douce pour L,. Dans cette section et dans la suivante, la preuve
est une adaptation de celle développée par G. Nakamura et Y. Maeda dans [3].
Nous reprenons la fonction ug construite au Lemme 3.1, et quitte a la tronquer
prés de (0, 0), nous la supposons dans C[)’"(Rz). Nous établissons alors la.
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ProposITION 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, il existe un voisinage
ouvert de I'origine Q; CQ, a bord régulier, o € N et r € 10, 1[ tels que pour
toute fonction u € C®(R?), |u— uplo < r, et tout s € R et g € H(IR?),
I’ équation
(3.18) L,v = g dans Q,

admet une solution v € H*(R?) vérifiant I’ estimation

(3.19) |V|s = Cs(lgls + |u|5|g|3)

ou Cy est une constante > 0, indépendante de u et g.

Preuve. Considérons trois fonctions ¢, ¢2, ¢3 dans C3°(Q) vérifiant ¢; = 1
sur Q et ¢ C ¢ C @3 (i.e., ¢ = 1 sur supp ¢, ...). Et définissons I’opérateur
T comme suit

(3.20) T = ¢2Re3 = $o(L,Q — 1d)¢p3 (cf.(3.14)).
Du fait que 1’opérateur R est continu de H*(R?) dans H**(R?) pour tout s = 0,
il est clair que I’opérateur Id +T est inversible dans H*(R?) pour tout s = 0. Par

un choix approprié des fonctions ®;, @, et @3 et quitte a multiplier Q a droite
par une fonction convenable de C§°(£2), on obtient

(3.21) ¢{L,QUd+T) "¢, —1d} =0

ce qui prouve que pour tout g € H*(R?), on peut prendre comme solution de
(3.18) dans Q,

(322) v=0dd+T) '¢,g.
Il nous reste maintenant a établir I’estimation (3.19).
Remarquons tout d’abord que, compte tenu de la remarque (3.16), il existe
C > 0 telle que
(3.23) |v|s < C|Ad+T) '¢rg|;, Vs = 0.
Notons de méme que I’opérateur T s’écrit sous la forme

(3.24) T = $2b(t,x,0)Q(t,x; Dy, Di)g3 + T'(t,x; Dy, Dy)

ol Q est la paramétrix construite au B/ et T’ un opérateur §-régularisant. Nous
écrirons pour abréger que T se met sous la forme

(3.25) T = b(t,x,w)T1(t,x; Dy, Dy)
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ou b est C*® de ses arguments, nulle pour ¢ et x grands et T; un opérateur
o-régularisant.
Posons w = (Id+T)'¢,g ; on a alors w = ¢pg — Tw. On en déduit

(326) |wl|s = Clgls + b, x, )T ws.
Soit, en tenant compte de 1’inégalité d’interpolation classique
|hiha|s = Cs(|hi|s|ha|ie + |hi|re|hals)

et en utilisant une estimation du type Cagliardo—Nirenberg
327) |wls = Clgls + Cs(uls|wla + (1 + |ul)|w|s—s) sZ6+2.
Ici, comme dans les inégalités qui suivent, nous notons par C; différentes con-
stantes > 0, indépendantes de u et g.

En itérant ce procedé jusqu’a un rang so € [2 + 9,2 + 24[, on obtient

(3.28)  |wls, = Clglso + Cso(ulso[wl2 + (1 + |ul2)|w|3).

Maintenant, si on note par ||T||; la norme de T en tant qu opérateur de H3(R?)
dans lui-mé€me, on sait qu’il existe o € N tel que

(IT]l3 £ C1 + |ula) vol (Supp ¢3).

En fixant alors r > 0 (par exemple 1/2) et en réduisant au besoin supp ¢3 on
peut avoir ||T||3 = 1/2 dés que |u — uglo = r. Dol

(329 |wlz =Clgls

En remontant alors la chaine d’inégalités (3.28) a (3.27), on établit aisément
(3.19), pour s 2§ +2, le cas 0 = s < 6 + 2 étant trivial.

D. determination de u : Procédé de Nash—-Moser. La démonstration qui va
suivre est une légere variante de la méthode de résolution classique de Nash-
Moser. Elle est inspirée de [3]. Rappelons que nous cherchons a résoudre lo-
calement prés de (0, 0) I’équation

(3.30) F(t,x,u,Ju) = @ +ia(t,x) a_u —ft,x,u)=0
ot ox
ou I’opérateur

0 . d
'é‘; +za(t,x) a—x
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vérifie I’hypothese (P ). Pour cela, posons
(B31) G)=Fu+u)—F(u) et h=—F(up)

ol ug est la fonction déterminée au Lemme 3.1 et ou nous avons omis, pour
alleger I’écriture les variables (¢, x).
Il est clair que si u est une solution de

(332) G(u)=~h dans

u + ug vérifie sur le méme ouvert 1’équation (3.30).

Récrivant alors la proposition 3.2 en termes de G'(u), linéarisé de G sur u, on
obtient que pour toute u € C®(R?), |ul, < r, pour tout s € R* et g € H*(R?),
I’équation

(3.33) G'(uyy =g dans Q,
admet une solution v € H*(IR?) vérifiant ’estimation
(3.34) Ivls = Cs(|g|s + lulslgb)

C; > 0, indédpendante de u et g.

Avant d’entamer la démonstration, nous rappelons quelques résultats clas-
siques concernant la fonction non.linéaire G définie en (3.31). C’est 1’objet du
Lemme 3.3 suivant, dont nous omettons la preuve. Dans tout ce qui suivra, nous
noterons pour s € R, la norme | |y, par | |

LemMmE 3.3. Pour toute constante Co > 0, I'application u — G(u) est deux
fois différentiable Fréchet par rapport a u € H5(Q) , s > 2,|u|9 < Co. On a
de plus dans ces conditions, pour v,w € H(Q) , s > 2,

(3.35) |Gw)|° = Cslul®,, Vs=0

s+1

(3.36) |G| = Co(v]2y, + |ulv]D) Vs z2
(337 |G "W, w)|? = C(1+ D w]? Vs = 2.

Remarque. Ce lemme admet un énoncé plus général, dans lequel on permet
a la fonction G d’étre non linéaire en \/u.

Maintenant pour résoudre (3.32), considérons la suite de fonctions (u,),>;
définie par
u = 0

Upil = U +Sg,ppn (0 =1)

(3.38) {
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ol les Sp(f = 1) sont les opérateurs de régularisation classiques associés a la
chaine d’espaces de Banach H*(R?)(s € R), 6, = 878 > 1, n, assez grands,
T=4/3 et p, vérifiant :

G’ 2)Pn = eRgp
(3.39) { (un)pn = eRg
8n = h—G(up)
e : H'(Q) —H'R?Y») et R : H'R? — H(Q))
étant respectivement les opérateurs d’extension et de restriction.

LeEmMME 3.4. Supposons qu’il existe un nombre réel 1 > 0 assez petit et un
entier s* assez grand tels que

(3.40) g g. = ]F(uo)|(s)* <n et |wla=r pourk=1,...,n
Alors
Baly |al® = Ca|® + |wl%) Vs=0, Vk=1,...,n.
Pour tout réel sy 2 1, il existe > 1 assez grand tel que
B2y |l £ 0lg1|%, Vs, 1Ss=<so, Vk=1,...,n+1.
1l existe un réel p > 0 tel que
G |aull=cotald Ve=1,...,n+1.
Démonstration. a) Preuve de (3.41);. Supposons o > 5. En écrivant alors:

i i

el = g0+ g — &1
= [g1l? + |G}

et en utilisant (3.35), on établit facilement (3.41),.
b) Preuve de (3.42);. On a

Up+1 = Uk + Sg, Pk

lukﬂls = luk|s + C:Bklpkls—l‘

En utilisant alors la continuité des opérateurs e et R, (3.34), (3.40) et (3.41),,
on obtient :

(B.44)  |uen]s £ Coblluels +121]% ).

Et (3.42); en découle par récurrence, en prenant 6 assez grand.
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¢) Preuve de (3.43);. On a

8k+1 — 8k = —(G(uk+1) — G(uy))

gkt = 8k — G' () (S, pi) + Ok

ol nous avons noté
1

(3.45) &=—/Kﬂm+ﬂ—memmMmW-
0

Grice a (3.39), on obtient donc
(3.46)  gir1 = G'(u)(1 — Sp)px + Qr  sur Q;
d’ou
©) )
0 / "0 0
(347)  |gk+ila = |G (w)(A — So)pi | + | Okl -

Estimons le terme (D.
Grace a (3.36) et (3.40) on obtient facilement

(3.48) @ s CI(I - S&)Pk[an = Cx,ek—(s’—a—Z)’pk

s*—1-
De la méme maniére, et a 1’aide de (3.34), (3.41); et (3.42),, on établit
(349) @ = Ce02 g%,

Estimons a présent le terme Q).
Ona:

tug + (1 — e = ue + (1 — 1)Sq, i,
d’ou en appliquant (3.37) et (3.40)
(3.50) @ = Call +|Sa,pele)([Sa,px12)’.
De méme maniere on obtient
3.51)  [Sa,0tle = Cabilgela-
d’ou grace a (3.41),

(3.52) @ < Co(l+]g1|% NE3(2el% )2
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Finalement, on a donc

(3.53)  |guela = Coby™Pefoy + Call + [g1lo- )07 (8kla1)’.

Considérons alors la suite
(3.54) di =0|glS k=1

avec u > 0 a déterminer.
En prenant 0 assez grand et

s*>Tu+a+6et

(3.55) {
3+ <2u.

On montre facilement que

(3.56) di1 =Clgi% +d}, 15k<n

Puis, en choisissant 1 assez petit, on montre par récurrence que
(3.57) d =Cg|%, 1Z2k=n+1,

ce qui établit (3.43), et achéve la preuve du Lemme 3.4.
Nous aurons besoin d’un dernier lemme pour démontrer le Théoréme 2.1.

LemmMe 3.5. Si |g1|% < n,n assez petit, alors |u,|e < r pour tout n 2 1.

Preuve. Comme u; = 0, on peut supposer le lemme établi jusqu’a 1’ordre n.
Pour s € R*,s = s* —a, on a

n

‘un+1 |s S Z ISkakls =C Z ‘pkls-
k=1

k=1

En utilisant alors (3.34), (3.39) et les Lemmes 3.3 et 3.4, on obtient par inter-
polation, pour k = 1,...,n

s
(3.58) lpk s = Colpx ;*:a&'pklo S Cobils 2*7
avec
)
359 a=0@l+np " — W
R ¢ 4

Choix des constantes. On rappelle que (3.55) s’écrit aussi

p>9/2

(3.60) {
s*>a+12.
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Choisissons en outre

(3.61) {i) s2a
i) a<o.

La condition (3. 61);; est équivalente a

I
+4

s < s* — o),
1

qui est compatible avec (3. 61); et (3.60) dés que

2 4
(3.62) s* > max (cx+ 12, pt a) .
M

La série )|~ 6¢ est alors convergente pour s € R,

u
+4

asSs< (s* — o).

Et on achéve la preuve du Lemme 3.5 en prenant 7 > 0 assez petit.

Fin de la preuve du Theoreme 2.1. Le Lemme 3.1 et le fait que u; = 0
garantissent la validité des hypothése du Lemme 3.4 et celles du Lemme 3.5, et
donc leurs conclusions. La suite (u,),>, Vvérifie, grace a (3.58),

(363) |un+l - unla < Cs'eﬂgl

0
Py

C’est donc une suite de Cauchy dans H*(R?) et converge dans cet espace vers
une fonction u.

En outre, on obtient grice a (3.43); que g; tend vers zéro dans H%(Q;)
lorsque k — +o00.

Par suite u est bien solution de (3. 32).

Nous montrons enfin, par un argument classique, que u est de classe C* sur
R?. Pour cela, nous allons établir que u est dans H°(R?) pour tout s.

Considérons un réel ¥ > 1, et écrivons I’inégalité d’interpolation

1/v

Plods s> o0,

364) |oils S Conloe

On soit déja (cf. la preuve du lemme précédent) que

(365 |pilo < Co8 %21

D’autre part, on obtient grice a (3.42);

(3.66) ol < Csr6l2n

0
Vs
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et donc
B67)  lpuls S CenBllg1l5)! /"1 f3)'
avec
1
(3.68) b= 5 @+ p)— p.
11 est alors clair que si

4
(.69) v> - H

la suite (u,),> est une suite de Cauchy dans H*(R?) et converge dans cet espace
vers une fonction u solution de (3.32).

4. Preuve du theoréme pour les équations d’ordre superieur. On considére
a présent dans un voisinage Q de 1’origine de R?, 1’équation

4.1)  P(t,x,0;,00u=f(t,x,u, U, ..., 7" ‘u)

ou P est homogene d’ordre m, P et f vérifiant les hypotheses du Théoreme 2.1.

Nous allons montrer comment on peut construire une paramétrix droite pour
P, le reste de la preuve étant similaire a celui développé dans les paragraphes
précédents.

I1 est tout d’abord clair qu’il suffit de travailler microlocalement. De plus, le
traitement étant trivial pour les régions du cotangent ou P est elliptique, nous
allons nous occuper plus précisément des zones ou le symbole p(t,x, 7, £) de P
posséde des zéros réels.

Soit donc (79, £%) # 0, un zéro réel de p(0, 0,7, £). Grace a I’hypothése “type
principal” du Théoréme 2.1, il existe un voisinage conique VxI" de (0, 0,72, ¢0)
dans lequel P admet une factorisation de la forme

42y  pi,x;71,8) = (1= At,0)E)q(t,x; 7,£)

ou g(t,x,,£) est homogene de degré m — 1,¢(0,0; 7°,£0) # 0, A(t,x) est de

classe C™ a valeurs complexes.
L’essentiel, a présent, est d’inverser le symbole

4.3) Li,x; 1,8) =17— At x)E.
Posons

4.4) a(t,x) =Re)(t,x) et b(t,x)=ImA(,x)
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et notons Ag(¢) la partie auto-adjointe de 1’opérateur différentiel a(t,x)D,. La
différence Ay(t) — a(t, x)D, étant une fonction C*, elle n’aura pas d’importance
dans ce qui va suivre.

Considérons alors le changement de variables qui redresse le champ de
vecteurs D; — Ag(?) ; il correspond en fait a I’opérateur unitaire U(r) défini
dans [5]. Avec les notations de cet auteur, on a donc

4.5  U~Ne(D, — Ao(t) — ib(t,x)D)U (t) = D, — ib(t, x)D,.

Soit enfin la paramétrix K construite dans [S] pour D, — ib(t,x)D, (notons
que grace a ses propriétés d’invariance, la propriété () est aussi vérifiée par
D,—ib(t,x)D,). On vérifie sans difficulté que pour des fonctions p(t, x) et ‘¥(¢, x)
de C° convenables

4.6) K, = pUKU'¥

constitue une paramétrix droite pour D, — Ao(f) — ib(t,x)D,. Plus précisement,
il existe w(t,x) € C(Q),w = 1 prés de (0, 0) telle que

@47 (D, — Ao(t) — ib(t,x)D,)K v = w(t,x)v + Rv,Vv € C(‘)"’(RZ).

En outre K| est a un opérateur borné de H°*(R?), dans H°***(R?) pour tout
s € R(6 = 1/(2k + 1)) et R est un opérateur borné de L?>(R?) dans H*(R?),
pour tout s.

A partir de 13, il est ais€ de construire a 1’aide d’un jeu convenable de pseudo-
différentiels de troncture sur 7*Q'\0 (ol €' est un petit voisinage ouvert de
I’origine) une paramétrix droite pour 1’opérateur P dans le sens suivant. Il existe
deux opérateurs Q et R vérifiant
(4.8)  PQv =w(t,x)v+Rv W € CPR?)

ol w € CP(Q),w =1 prés de (0, 0) et O(resp. R) est un opérateur continu de
H*(R?) dans H**"~1*(R?) (resp. H**(R?)), pour tout s = 0.
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