
F(x + c(x; Q» = JF(x - y) dG(y) = HQ(x)
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CARACTERISATION DES LOIS FORTEMENT UNIMODALES

P. CAPERAA,* Uniuersite Laval

STRONG UNIMODALITY; DISPERSIVE ORDERING; TAIL ORDERING

Droste et Wefelmeyer (1985) caracterisent la forte unimodalite d'une loi P par

(1) P fortement unimodale ~ P *Q plus dispersee que
P pour toute loi Q.

Une des definitions d'une loi R plus dispersee qu'une loi P(R>P) est donnee par Bickel
et Lehmann (1979): d

R>P~H-l(U) - F-1(u) croissant pour u E (0, 1),
d

F et H etant les fonctions de repartition de P et R respectivement et F-l(u) =
inf {x; F(x) ~ u} (meme chose pour H). Droste et Wefelmeyer font l'hypothese que la

x

loi P admet une densite f partout strictement positive, done dans ce cas la les fonctions
reciproques F- 1 et H- 1 existent.

Le but de cette lettre est de signaler que Ie result at demontre par ces deux auteurs est
une consequence immediate d'un theoreme demontre par Pratt (1964). En effet dans
cet article, Pratt considere une fonction F reelle (avec les notations de Droste et
Wefelmeyer) possedant une derivee f partout positive. Definissons la fonction c(·; Q)
par

ou G est la fonction de repartition de la loi Q. Alors puisque Fest strictement
croissante, on a, pour tout reel x,

c(x; Q) = -x + (F-loHQ)(x).

Pratt demontre (adaptation de (a) et (b) des theoremes 1 et 2)

(2) pour toute loi Q, c(·; Q) decroissant ~

(3) pour tout reel positif z, /(·)//(· + z) croissant.

On voit alors aisement que

(2) ~ pour toute loi Q, Hal - F-l croissant sur (0, 1)

et
(3) ~ P fortement unimodale,

d'ou Ie resultat (1) demontre par Droste et Wefelmeyer.
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Du theoreme de Pratt ou de Droste et Wefelmeyer, on deduit et complete le resultat
annonce par Bickel et Lehmann (1975) concernant les lois contaminees, En effet, soit P
une loi symetrique par rapport a zero, de fonctions de repartition F admettant une
densite f partout strictement positive et considerons RQ une loi resultant de la
contamination de P par une loi Q definie sur IR ". En notant G et HQ les fonctions de
repartition de Q et RQ respectivement on a

HQ(x) = r~F(XY)dG(y).

Considerons encore l'ordre de Lawrence (1975) defini par

P<RQ~HQl/F-l croissant sur (!,1)
r

et qui permet de comparer deux lois suivant le poids de leurs queues. Alors on deduit
de (1)

(4) pour toute loi Q, P<RQ~P est a rapport de vraisemblance monotone pour un
r

parametre d'echelle.

En effet si X est une variable aleatoire de loi P arapport de vraisemblance monotone
pour un parametre d'echelle, alors log Ixi a une loi fortement unimodale et le result at
(4) se montre aisement en remarquant (Shaked (1982))

P<RQ~loi de log IXI < loi de log IYI,
r d

ou Y a pour loi RQ •
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