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CARACTERISATION DES LOIS FORTEMENT UNIMODALES

P. CAPERAA * Université Laval
STRONG UNIMODALITY; DISPERSIVE ORDERING; TAIL ORDERING

Droste et Wefelmeyer (1985) caractérisent la forte unimodalité d’une loi P par
1) P fortement unimodale < P * Q plus dispersée que
P pour toute loi Q.

Une des définitions d’une loi R plus dispersée qu’une loi P(R>P) est donnée par Bickel
et Lehmann (1979): 4

R?P@H“(u) — F~'(u) croissant pour u € (0, 1),
F et H étant les fonctions de répartition de P et R respectivement et F'(u)=
inf {x; F(x) Zu} (méme chose pour H). Droste et Wefelmeyer font ’hypothese que la

loi P admet une densité f partout strictement positive, donc dans ce cas 1a les fonctions
réciproques F~' et H™" existent.

Le but de cette lettre est de signaler que le résultat démontré par ces deux auteurs est
une conséquence immédiate d’un théoréme démontré par Pratt (1964). En effet dans
cet article, Pratt considére une fonction F réelle (avec les notations de Droste et
Wefelmeyer) possédant une dérivée f partout positive. Définissons la fonction c(:; Q)
par

Fx + (s 0) = [Fx = ) dG ) = Holw)
ol G est la fonction de répartition de la loi Q. Alors puisque F est strictement
croissante, on a, pour tout réel x,
c(x; Q)= —x + (F o Hp)(x).
Pratt démontre (adaptation de (a) et (b) des théorémes 1 et 2)
) pour toute loi Q, c(-; Q) décroissant <
3) pour tout réel positif z, f(-)/f(- + z) croissant.
On voit alors aisément que
(2) © pour toute loi Q, Hy' — F~* croissant sur (0, 1)

et
(3) © P fortement unimodale,

d’otl le résultat (1) démontré par Droste et Wefelmeyer.
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Du théoréme de Pratt ou de Droste et Wefelmeyer, on déduit et complete le résultat
annoncé par Bickel et Lehmann (1975) concernant les lois contaminées. En effet, soit P
une loi symétrique par rapport a zéro, de fonctions de répartition F admettant une
densité f partout strictement positive et considérons R, une loi résultant de la
contamination de P par une loi Q définie sur R*. En notant G et H, les fonctions de
répartition de Q et R, respectivement on a

+
Ho()= [ F() dGO).
Considérons encore 'ordre de Lawrence (1975) défini par
P<R,&HG'/F™' croissant sur (3,1)

et qui permet de comparer deux lois suivant le poids de leurs queues. Alors on déduit
de (1)

(4) pour toute loi Q, P<R,< P est a rapport de vraisemblance monotone pour un
parametre d’échelle.

En effet si X est une variable aléatoire de loi P a rapport de vraisemblance monotone
pour un paramétre d’échelle, alors log | X| a une loi fortement unimodale et le résultat
(4) se montre aisément en remarquant (Shaked (1982))

P<R, & loi de log | X| < loi de log|Y],
r d

ou Y a pour loi Ry.
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