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SUR L’ INTEGRABILITE DES SOUS-ALGEBRES
DE LIE EN DIMENSION INFINIE

THIERRY ROBART

REsuME.  Une des questions fondamentales de la théorie des groupes de Lie de
dimension infinie concernel’ intégrabilité des sous-algebres de Lie topologiques H de
I'algebre de Lie G d'un groupe de Lie G de dimension infinie au sens de Milnor. Par
contraste avec ce qui se passe en théorie classique il peut exister des sous-algebres
de Lie fermées H de G non-intégrables en un sous-groupe de Lie. C'est le cas des
algebres de Lie de champs de vecteurs C* d' une variété compacte qui ne définissent
pas un feuilletage de Stefan. Heureusement cette “imperfection” de lathéorie n’ est pas
partagée par tous les groupes de Lie intéressants. C'est ce que montre cet article en
exhibitant une tréslarge classe de groupes de Lie de dimension infinie exempte de cette
imperfection. Cela permet de traiter complétement le second probleme fondamental
de Sophus Lie pour les groupes de jauge de la physique-mathématique et les groupes
formels de difféeomorphismes lisses de R" qui fixent I’ origine.

1. Introduction. Un groupe de Lie de dimension infinie est selon Milnor [Mil 83]
un groupe G muni d'une structure de variété infiniment différentiable compatible avec
les opérations de groupe, c’est-a-dire telle que le produit de G x G a valeurs dans G
qui a(g,d’) associe g~! - g’ est de classe C*. La notion de variété différentiable en
dimension infinie est identique a la notion classique en dimension finie: on utilise le
calcul différentiel de type Gateaux [Mil 83]. En particulier une application analytique
est une application continue qui se représente localement par une série de polyndmes
homogeénes continus (son développement de Taylor), la convergence étant topologique
[BS b71]. Soit G un tel groupe de Lie d’ algebre de Lie G. L’ existence pour tout v de G
d’un sous-groupe a un parametre v,: R — G admettant v pour “vecteur vitesse initiale”
V= dT}ﬁt:o ' est pas garantie. Lorsque c'est le cas, |’ application exp: G — G qui av
associe (1) désigne I’ exponentielle de groupe. Comme exemples types on peut citer
les groupes de Lie d'opérateurs lingaires bornés d'un espace de Banach [Har 72], les
groupes de transformations de jauge de la physique-mathématique associés a des fibrés

principaux P de dimension finie
Fx — P

M
et de base une variéte M compacte [Mil 83, Rob 94], ainsi que le groupe Diff(M) des
difféeomorphismes infiniment différentiables d’une variété compacte M avec ou sans
bords [Les 67, Omo 74, Ebi 70].
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Une théarie efficace de groupes de Lie de dimension infinie se doit de résoudre de
facon satisfai santelaconnexion sous-jacente et si fondamental eentre d’ une part les sous-
groupesdeLie connexesH d’ un groupedeLie G donné et d’ autre part les sous-algeébres
deLietopologiquesH del’ agebredelLieG deG. C est lesecond problémefondamental
de Lie. On sait qu’a tout sous-groupe de Lie d’un groupe de Lie de dimension infinie
correspond une sous-algebre de Lie. Qu’en est-il de la réciproque?

En 1982 tandis que Milnor conjecturait [Mil 82] que toute sous-algebredeLie ferméee
est intégrable en un sous-groupe de Lie Omori rappelait qu’'il avait exhibé en 1973
[Omo 73] un contre-exemple a cette conjecture.

Soit en effet M = T2, |e tore de dimension deux, de coordonnées x et y modulo 27.
Considéronspour tout angled modulo 2 lasous-algebrede Liefermée Hy de x> (T?) ~
L (Diff>(T2)) des champs de vecteurs lisses

V(X! y) = f(X! Y)ax + g(X1 Y)ay

tels queg(x,y) = 0 pour x € [0, + 7r]. Le champ de vecteurs constant v, défini par
Vo(X, Y) = Ox

appartient en particulier aHy, et le difféomorphisme exp(tvo) N’ est autre que la rotation
d’ anglet
exp(tvo)(x,y) = (x +1,y).

Par suite Ad(exp(6vo))Ho = Hy. La sous-algébre fermée Ho n'étant pas stable par
I’ action adjointe Ad(g) pour g € exp(Ho) ne peut &tre I’ algébre de Lie d' un sous-groupe
de Lie de Diff (T2). On peut également construire de tels contre-exemplessur M = R ou
s

En réponse au probléme souleve par Milnor, J. Ledlie fournit en 1987 des conditions
suffisantesd’ intégrabilité d’ une sous-algébrede LieferméeH del’algebredeLieG d'un
groupedeLie G dedimensioninfinie detype “perfect” [Les87, Les92]. Une algebrede
Lie“admissible” admet un complémentaire topologique et satisfait ad’ autres conditions
de natures plus techniques. Tous les groupes de Lie d'importance sont des groupes de
Lie de type “perfect”. L' approche de J. Leslie de nature essentiellement bornologique
consiste aintéegrer via un theoreme de type Frobenius le sous-fibré vectoriel invariant a
gauche

LH = Ug-H
9eG
du fibretangent TG. C'est ainsi que Bourbaki [Bou 72, th. 3 p. 170] avait Elargi au cadre
banachique le traitement classique [Chev 46]. Malheureusement le theoreme proposé
demeurefort technique et d’ utilisation difficile.

Plagons nous maintenant dans le cadre des groupes de Lie réguliers au sens de
Milnor-Omori [OMYK 81, Mil 83]. C'est-a-dire que I’ équation différentielle ordinaire
gl-g=uotul =[0,1] — G estunchemin lisse avaleurs dans|’ algebre de Lie,
admet toujours une solution lisse g: | = [0, 1] — G pointéeen 0, i.e. telle que g(0) = e
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(e elément neutre du groupe G) pouvant s obtenir par intégrale multiplicative (voir Sec-
tion 2.3)

o) = TI exp(v(r)dr).
0<r<t

La guestion fondamentale qui motive cette &tude concerne I’ existence d'un critére de
nature purement géométrique pour I’intégrabilité d’ une sous-algebre de Lie fermée. On
veut un theoreme géomeétrique d' utilisation facile. Une condition nécessaire et qui n’ est
pas toujours vraie compte tenu du contre-exemple d’ Omori est la condition de stabilité
Ad(expH)H = H . Dansle cadre d’ un groupe de diffeomorphismes d une variété M
C est précisement la condition de H. Sussmann pour que le feuilletage engendré par H
soit un feuilletage de Stefan [Sus 73, Stf 74, Daz 85]. Ce point de vue sert de fondement
alathéorie proposée par P. Dazord [Daz 93] et pour laguelle un groupe de Lie de dimen-
sioninfinie s'identifie au groupe des bissectionsd’ un groupoidedeLie. Il est raisonnable
de conjecturer quelacondition de stabilité est également suffisante. Ce problemeinverse
demeure danstoute sa genéralite tres difficile atraiter. Un premier résultat dans cette di-
rection est donné par le Théoréme 9. Il montre que si H est une sous-algébre de Lie
fermée et stable de I’ algebre de Lie d’un groupe de Lie regulier alors I'algebre de Lie
C>(l,H ) des cheminslisses de I’ algébre de Lie H est intégrable en un groupe de Lie.
Une autre question concernela caractérisation des algebres de Lie naturellement stables
c'est-a-dire des algebres de Lie qui al’'instar des algebres de Lie banachiques vérifient
systématiquement la condition de stabilité Ad(expH )H = H . En d autres termesil
s agit de caractériser les classes d algebres de Lie qui ne “ souffrent” pas de cette imper-
fection structurelle d’instabilité. On s attend alors avec Milnor a I’ integrabilité de toute
sous-algebre de Lie fermée de ce type. Réalisee comme algebre de Lie de champs de
vecteurs, elle engendrera automatiquement un feuilletage de Stefan.

Ces deux problémes fondamentaux sont ici abordés simultanement. C’est le point de
vue structurel qui sert de guide. Il en résulte une démarche originale et pourtant fort
naturelle pour traiter du second probléme fondamental de Lie.

Dans un premier temps I'importance d'une tres large classe de groupes de Lie est
soulignée. Cette classe englobe les groupes de Lie banachiques, les nouvelles classes de
groupesde Lie construitesdans[NRW 94], Lesgroupesde Lie nilpotents, les groupes de
jauge (ou de courants), et les groupes de Lie formels de type Campbell-Baker-Hausdorff
construits & partir d’un ensemble fini d’&éments [Bou 72]. Les algebres L de la classe
associée d’ algébres de Lie sont caractérisées par |’ analyticité locale au sens de Gateaux
delasérie de Campbell-Baker-Hausdorff. Defait on appellegroupe (resp. algebre) deLie
de type CBH un groupe (resp. une algebre) de cette classe. La classe des groupes (resp.
algébres) de Lie detype CBH est notee CBH (resp. L(CBH )). Lesalgébresde Lie de
type CBH sont naturellement stables. C' est une consequence du Théeoréme 3 qui résoud
complétement le second probleme de Lie dans cette classe. |l se trouve (Théoreme 2)
gu’unetelle algebre de Lie est plussimplement caractérisée par I’ analyticité au voisinage
del’originedelasériequi a(x,y) € L x L associe >3 ;(adx)"y. Ce nouveau point devue
offre des perspectives tres intéressantes pour I’ analyste. L’ originalité et la transparence
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de la démonstration proposée pour le second theoréme de Lie (Théoréme 3) permet en
outre d’ &ucider une subtilité technique soulevée par J. Leslie dans le cadre méme des
algebres de Lie banachiques (Section 3.3).

Cette premiere classe d’algébres de Lie naturellement stables est ensuite prolongée
ala Section 3.4.1 par la classe des algebres de Lie de premiére espece. Par définition
un groupe de Lie de premiere espece est modelé au voisinage de I'identiteé par
I’ exponentielle. La classe des groupes de premiére espece est notée EXP et laclasseas-
sociée d algebresde Lie est notée L (EXP). C'est I’ analyticité de la structure de variété
sous-jacente compatible avec les opérations de groupe qui distingue un groupe de Lie
CBH d'un groupe de Lie de premiére espéce. L'inclusion CBH < EXP est stricte.
L’ exemplele plussimplede groupedeLie de premiere especequi n' est pasCBH est celui
du groupe des diffeomorphismes C* formels de la droite réelle qui fixent un point. Le
second probleme de Lie est presque completement résolu dans cette classe (Théoreme 5
et Corollaire 2). Il souleve le probléme de la régularité au sens d’ Omori et/ou Milnor
d'un groupe de Lie de premiere espece.

La classe des algebres de Lie naturellement stables est ensuite élargie en considérant
les algébres de Lie topologiques qui S obtiennent comme extension d’ une algebre de
Lie de dimension finie par une algebre de Lie CBH (Section 3.4.2). Ce point de vue est
suffisant pour traiter de nombreux groupesde Lieimportants qui ne sont pasde premiere
espece. C'est tout particulierement le cas des groupes formels de diffeomorphismes C*>
qui fixent un point dans R" pour tout entier n > 1. Pour illustrer simplement I intérét de
ce nouveau point de vue on remarque que |e groupe des symétries des équations d’ Euler
pour un fluide idéal incompréssible et sans viscuosité (Section 3.5.2) est une extension
d’un groupe de dimension finie par un groupe de Lie de type CBH.

Finalement le second probleme de Lie est abordé (Section 4) dans la classe des
groupes de Lie Milnor-Omori réguliers via le concept de pré-intégrabilité introduit par
J. Leslie[Les93].

Cetravail reprend certainsrésultats obtenusdans[Rob 94]. J exprimeici maprofonde
gratitude au professeur Jean Marion qui a dirigé ma thése, au professeur Joshua Leslie
pour lesfructueuses discussions que nous avonseues et au professeur Niky Kamran pour
la qualité du soutien post-doctoral qu’il m’'accorde.

2. Préliminaires. Pour une présentation géenérale du cadre classique des groupes
deLiededimension infinie voir [Mil 83].

2.1. Différentiation de type Gateaux. Une variété de dimension infinie est un espace
topologique Hausdorff sequentiellement complet modelé (via un atlas) sur un espace
vectoriel localement convexe. Le calcul differentiel utilisé est une version adaptée du
calcul differentiel de type Gateaux [Bas 64]. Je rappelleici sesfondements.

2.1.1. Application de classe CK. On désigne par E,F deux espaces vectoriels
topologiques localement convexes Hausdorff. L’ensemble U est un ouvert de E. Une
application f: U — F est dite de classe C° s €lle est continue. Elle est dite de classe CX
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(k < 1) dansU si elleest de classe C<~* dans U et si, pour tout x € U et tout 1 < p < Kk,
il existe une application p-linéaire continue DPf,: EP — F, telle que, en posant

k
Ra(v) = f(x+Vv) —f(x) — > &Dpfx(v, cea V),
p=1 P
lafonction R(t, v) définie pour t # O par

Rt = S,

et prolongée ent = 0 selon R¢(0,Vv) = 0 est continue en tout point (0, h), et si de plus
I’ application
DXf: (X, Vi, .. ., Vi) — D*fe(va, - .., Vi)

est continue de U x EX dansF.

Cette notion de différentiabilité coincide avec la notion usuelle en dimension finie.
Pour E et F des espaces de Banach de dimension infinie, elle est un peu plus faible
que la différentiabilité de type Fréchet. Néanmoins toute fonction infiniment (Gateaux)
différentiable est infiniment Fréchet différentiable et réciproquement.

2.1.2. Application analytique. Un polyndme homogéne de degré n d’ un espace vec-
toriel E avaleursdansun espacevectoriel F est uneapplicationf,: E — F définieal’ aide
d'une application n-linéaire

n copies

— —t—

fEx---xE—F

par f,(h) = ﬂ(h, ..., h) pour tout h de E. On note PX(E, F) I’ espace des polyndmes
homogeénes continus de degré k de E a valeurs dans F. Une série > , fi, ou pour tout
k € N, fi est un polyndme homogene de degré k, sera dite série formelle. L’ espace des
séries formelles & coefficients continus (i.e. dans P ¥(E, F)) est noté S(E, F).

Une série formelle converge topol ogiquement dans un ouvert U de E si et seulement
Si pour toute semi-norme continueq deF et tout x € U, lasérie 22 q(fn(x)) converge.

La notion d’analyticité en dimension infinie peut &tre dérivee du point de vue de
Cauchy-Riemann (holomorphie). Rappelons ici la définition selon le point de vue de
Welerstrass [BS b71].

DEFINITION 1 (ANALYTICITE). Soit f:U C E — F une fonction continue définie
dans!’ouvert U. f est dite analytique dans U si pour tout point x € U il existe une série

> fax € SEF)
n=0

telle que
f(X + h) = Z fn,><(h)
n=0

pour tout h appartenant a un voisinage de zéro dans E.
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2.2. Sous-algébres et sous-groupes de Lie. Un plongement entre deux variétes M et
N de dimension infinie est une application différentiable 7: M — N injective, telle que
(dm)x est injectif pour tout X.
Soient H et G deux algébres de Lie topologiques de dimension infinie. H est dite
sous-algebrede Liede G si
(i) H est une sous-algébre de G, au sens algébrique du terme,
(ii) I’application identite de H dansG est un morphisme continu d’ algebres.
Soient G un groupe de Lie de dimension infinie et H un sous-groupe de G qui n’est
pas nécessairement fermé dans G. On dit que H est un sous-groupede Liede G si
(i) H estungroupedelie,
(ii) I'application identite de H dans G est un plongement de la variété H dans la
variéte G.
Il est clair quesi H est un sous-groupe de Lie de G, son algébre de Lie L (H) est une
sous-algebre de Lie de L (G). Notons qu’ alors latopologie de H (resp. H ) est plusfine
que cellede G (resp. G).

2.3. Groupesde Lieréguliers. Afinde pallier al’ absence de théorémes fondamentaux
pour le calcul différentiel en dimension infinie (fonctions implicites, fonction inverse,
existence et unicité pour le probleme de Cauchy) H. Omori et al. dans[OMYK 81] puis
J. Milnor dans [Mil 83] ont introduit une notion de groupe de Lie régulier. L’ approche
laplus générale est celle de J. Milnor [Mil 83, p. 1046].

On munit I’ ensemble C°°([0, 1], L(G)) des chemins lisses de I’adlgébre de Lie L (G)
de latopologie de la convergence uniforme C>.

Selon Milnor un groupe de Lie est régulier si I’ équation différentielle ordinaire

g1 90

1) 0

=v(t)avecg(0) = e
admet une solution lisse”y, quel quesoit lecheminlissev de L (G), et si lacorrespondance
Vi— (1)

de C>([0,1],L(G)) avaleursdans G est infiniment différentiable.
On dit alors, quev est la dérivéelogarithmique & gauche du chemin .

REMARQUE. |l est équivalent de s intéresser al’équation gg—! = uavec g(0) = e.
Sa solution, lorqu’ elle existe, est notée é,, et u est dite dérivée logarithmique droite de
by. On vérifie aisement que si u est la dérivée logarithmique gauche du chemin p alors
—u est ladérivée logarithmique droite du chemin p—2.

Lepoint devued’ Omori et al. initialement formalisé dansle cadre desgroupesdeL ie-
Fréchet admet une généralisation naturelle. Fondamentalement onimposealasolutiony,
detoujours s’ obtenir par “integrale multiplicative’. Précisons|’ algorithme; il généralise
lanotion d'intégrale de Riemann.
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L’integrale multiplicative doit &re concue commele produit d' uneinfinite d’ ééments
du groupe, tous infinitésimalement proches de I’ élément neutre e. Choisissons une sub-
divison0 =ty < t; < --- < t, = 1delintervalle [0, 1], et, pour chaque segment
[ti_1,t], un représentant f; € [t_1,t]. On aclairement

@)= I pti-1)™" - p(t).
1<i<n
L orsquelasubdivision est assez fine, on peut approximer v dans chague segment [t;_1, ti]
par V(). De la sorte, on peut espérer approcher v,(1) al’ aide de

IT exp((t —ti_o)v(d)).
1<i<n
Lepoint devued Omori et al. consiste essentiellement aimposer laconvergencede cette
expression lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro. 1l fournit donc un algorithme
pour résoudre |’ équation différentielle ordinaire (1). L' intégrale multiplicative de v entre
0 et 1 est notée symboliquement par

WD) = T[] exp(v(t)dt).
0<t<1
Un groupe de Lie Milnor régulier sera dit Milnor-Omori régulier si la solution
Yy Sobtient toujours par intégrale multiplicative. Tous les groupes de Lie connus
sont Milnor-Omori réguliers.

3. Second problemedelLie.

3.1. Sur I'approche bornologique. L'absence au-dela du cadre banachique des
theorémes fondamentauix du calcul différentiel (fonction inverse, fonctions implicites,
existence et unicité pour le probleme de Cauchy) est le fait marquant de I’analyse en
geométrie differentielle de dimension infinie. La théorie des groupes de Lie de dimen-
sion infinie telle que définie par Milnor n’ echappe certainement pas a ces difficultés. De
fait larechercheactuelle qui concerneles groupesdifferentiels de dimensioninfinie (voir
par exemple [Sou 85, BaD 93, Daz 93]) s'accomode généralement d’ un abandon de la
notion de variété différentiable en dimension infinie.

L’ analyse en dimension infinie des theoremes fondamentaux de Sophus Lie peut étre
(au moins partiellement) menée a bien; il suffit pour cela de s assurer de la validité de
certaines conditionstechniques adéequates. On doit aJ. Lesliede nousavoir ouvert lavoie
dans cette direction. Son approche bornologique est trés significative. Le lecteur devrait
consulter par exemple[Les 87] ou [Les 92]. Préecisonsici le cadre théorique adopté dans
[Les 93] pour intégrer une algebre de Lie de dimension infinie.

Soit E un espacevectoriel. Un sous-ensembleV de E est dit équilibrésiu € Vet |\| <
limpliquent Au € V. Un disque de E est un sous-ensemble équilibré et convexe. Soient
A, B deux sous-ensemblesde E. On dit que AabsorbeBsi : 3o € R+ /|A| > a = A\.AD
B. Un borné (pour la bornologie de von Neumann) d’un espace vectoriel topologique
localement convexe Hausdorff E est un sous-ensemble B absorbé par tout voisinage de
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I’origine. L’ espace vectoriel topologique E est dit bornologique si tout disque bornivore
(i.e. qui absorbe tout borné de E) est un voisinage de I’ origine.

Soit Kg la classe des espacesvectoriel s topol ogiques|ocal ement convexes Hausdorff
sequentiellement compl ets bornologiques.

DEFINITION 2. Si E est un espace topologique bornologique et U C E est un voisi-
nage de |’ origine, on appelle U-systéme de générateurs B des bornés de E, toute collec-
tion de disques bornés fermés de E contenusdans U telle que:

1. siA,B e B dorsil existe C € B vérifiant AUB C C;
2. pour tout borné B de E, il existe A € B et A > Otelsque A\B C A.

L'intégration d'une algébre de Lie L est intimement liée a1’ intégration de I’ équation
differentielle

dy

&=
pour tout cheminx € C>(l, L) del’ algébre de Lie. L’ analyse de cette équation aconduit
Leslie aladéfinition suivante:

[x,y]

DEFINITION 3 (ALGEBRE DE LIE PREINTEGRABLE). UnealgebredeLie L de Kg est
dite préintegrable s'il existe un L-systéme B de générateurs des bornés de L tel que,
pour tout By € B, il existe une suite de disques bornés { B }nen Vérifiant::

1. adg,(Bn) = Up,es,[P1, b2] € Bn+1 pour tout entier n;
b,€B;
2. Yg=n q—l!Bq converge vers 0 dans Lc = U0 AC pour un certain disque borné
fermé C de B.

Sous ces conditions J. Leslie montre

THEOREME 1 (LESLIE). Unealgebrede Lie L préintégrable est telle que I'algebre
de Lie C*(I, L) munie du crochet de Lie

v wl(®) = [ [ v dr,wio)] + [v(o), [ wer) ]
est intégrable en un groupe de Lie (au sens de Milnor).

Les outils utilisés sont les outils classiques avec tout particulierement la méthode de
Picard assistéedelaconvergencedelasérie qui intervient dansladéfinition d’ unealgebre
de Lie préintégrable. Cette approche montre quel’ on peut espérer prolonger au cadre de
ladimension infinie les outils classiques de I’ analyse. 1l convient ensuite de dégager le
contenu geomeétrique des définitions et si possible de reformuler geométriquement les
theoremes.

3.2. Une classe fondamentale. Soit L une algébre de Lie topologique de dimension
infinie. Si I’on reprend les idées de Leslie dans un cadre résolument topologique nous
sommes amenés a considérer lasérie formelle canonique c(adx) attachée atout vecteur x
de L et définie par c(adx) = Y32 0(adx)k. Remarquons que c(adx) est une série formelle
d’endomorphismes continus de L et qu'il n’ existe généralement pas de bonne topologie
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pour I’ espace End(V) des endormorphismes continus d' un espacevectoriel V de dimen-
sion infinie. Une approche naturelle consiste a restreindre notre analyse a la classe
des algébres de Lie topologiques L localement convexes Hausdorff et sequentiellement
complétes telles que la série formelle de L x L avaleurs dans L qui a (x,y) associe
c(adx)y est Gateaux analytique au voisinage de I’ origine.

Par définition mémeil est assez aise de vérifier si une algebrede Lie donnée appartient
aZ. Cest en particulier le cas des agebres de Lie banachiques, des algebres de Lie
de jauge a support compact, et de nombreuses algebres de Lie formelles. En revanche
I’algebre de Lie x*°(M) des champs de vecteurs d’une variété n’entre pas dans cette
classe. Il se trouve que la convergencelocale de la série canonique (la plus ssimple que
I’on peut concevoir dans |’ algebre de Lie) est suffisante pour analyser completement les
theoremes fondamentaux de Sophus Lie dans ce cadre la[Rob 94, Rob 96]. Mais quel
est donc e contenu géométrique d’ une telle définition?

THEOREME 2. Unealgebrede Lie appartient a = si et seulement si sa sérieformelle
de Campbell-Baker-Hausdor ff est Gateaux analytique au voisinage de |’ origine.

La demonstration de ce théoreme qui repose sur des techniques bornologiques as-
sociées a la bornologie compacte et la régularité au sens de Milnor fera |’ objet d'une
autre publication.

Une algebre de Lie de cette classe sera dite de type CBH (ou CBH) et la classe des
algebres de Lie CBH seranotée L(CBH ). Un groupe de Lie de dimension infinie dont
I'algebre de Lie est de type CBH seradit de type CBH (ou CBH). La classe des groupes
deLie CBH est notee CBH .

THEOREME 3 (LIE Il CBH). Soit G un groupe de Lie CBH d'algebre de Lie G Une
condition nécessaireet suffisante pour qu’ unesous-algebredeLieH de G soit I’ algebre
de Lie d'un groupe de Lie CBH, H, plongé dans G, est qu’elle soit de type Campbell-
Baker-Hausdorff. Dans ce cas, le plongement est analytique et la composante connexe
de H est uniquet & isomor phisme pres.

Ce theoreme a pour corollaire évident le résultat suivant :

COROLLAIRE 1. Toute sous-algebre de Lie fermée H de I’algebre de Lie G d'un
groupe de Lie CBH, G, est, munie de la topologie induite par G, I’alggbre de Lie d’un
unique groupe de Lie connexe Campbell-Baker-Hausdorff H plongé dans G.

PREUVE (DU THEOREME 3). La condition est trivialement nécessaire. Montrons
gu’elle est suffisante.

Soit U un voisinage ouvert de zéro dans G tel que exp: U — G soit un difféomorph-
isme analytique et tel que la série h de Campbell-Baker-Hausdorff

h(u,v) = v+w+ %[v,w] + 1—12([v [v.w] ] — [w, [v,W]]) +- -,

1 pans la catégorie des groupes de Lie CBH.
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soit analytique dans I'ouvert U x U. Si H est une sous-algébre de Lie CBH de G,
I'injection H < G est continue et il existe un voisinage ouvert V de zéro dans H
tel que I’ application exponentielle restreinte aV soit injective et tel que h: VxV—H
soit analytique. Désignons par V un voisinage ouvert et équilibré de zéro dans H tel
que h(V, V) C V. On note alors que son image He = exp(V) dans G est symétrique,
i.e. He = Hg. Munissons He de la topologie induite par I’ application exponentielle et
celle de V et déclarons He variété analytique par I’ unique carte (V, exp). He muni du
produit de groupe hérité de G est un groupusculede Lie [Bou 72, p. 114]. Cela découle
immeédiatement de I’ analyticité de la série de Campbell-Baker-Hausdorff dansV x V.

Soit maintenant g un éément quelcongue du groupe G. Soit log le diffeomorphisme
local inverse de exp. La variété analytique gHe munie de la carte ¢4: gx +— log(x) est
varieté integrale de

LH = Y gH
geG

auvoisinagedu point g. En effet celaest vrai pour g = ed’ apréslaformule de Campbell-
Baker-Hausdorff et LH est une distribution invariante agauche. D’ autre part I’ intersec-
tion g;He N g2He est ouverte dans giHe et goHe. Pour s'en convaincre, il suffit de vérifier
gue gHe N He est ouvert dans He et dans gHe pour tout g de G. Maissi X € gHe M He,
X=g-youy= g ! xappartient aHe. Il est facile detrouver un voisinage ouvert W, de
e dansHe tel quey - W, soit un voisinage ouvert de y dans He et x - W, soit un voisinage
ouvert de x dans He. Maisalorsg - (y-We) = g- (g1 - x- We) = X - W, appartient &
I’intersection gHe N He €t est ouvert dans He et dans gH.. La collection des ouverts des
variétésintégrales gH. constitue donc une base pour unetopologie © sur G plusfine que
satopologie de variété. Soit H la composante connexe de |’ € ément neutre e pour cette
nouvelletopologie. Il est clair que H contient He. H est une variété analytique. En effet,
si g et g’ sont deux éléments du groupe G, tels quel’intersection g- He N g’ - He €St non
vide, alorsg’~*- g appartient aV x V C V. L’ analyticité du changement de carte est donc
une conséquence de I'analyticité de h dans V x V. H est donc une variété analytique
integralede L et {gH, g € G} est un feuilletage analytiquede L. Il en résulte que H est
un sous-groupe de G. On veérifie quel’injection H — G est un plongement analytique.

Reste adéemonter qu'il s agit d’ un groupe CBH. Pour I’ analyticite de (g, h) — g-h!
au voisinage de (go, ho) € H x H, posonskg = gohy! et remarquons, quesi g = go - 7 €t
h=hy-naorsgh™ = kg - in, (Y - 71), olt iy, désigne |’ automorphisme intérieur de G
défini par in,:g— ho - g- hyt.

L’ analyticite de h dansV x V et le fait que V - V C V montrent que iy, H — H est
analytique au voisinage de e pour tout hy €élément de He. D’ autre part la multiplication
a gauche est analytique dans H. Par suite He engendre H. Si maintenant h appartient a
H, il admet une décomposition finieh = hy--- hy ot pour tout j € {1,...,1}, hj € He.
Commeiny = iy o iy, I'analyticité de iy, dans un voisinage de I’ élément neutre de H est
demontrée pour tout h € H. Enfin, rappelons que He est un groupusculede Lie. On en
déduit, en decomposant le produit g - h™2, I’analyticité de ce méme produit de H x H
dans H. Comme par construction |’ exponentielle sert de carte locale pour H, H est donc
un sous-groupe CBH plongé dans G et admettant H pour algébre de Lie.
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Unicité: Soit H' —— G un groupe de Lie CBH et connexe répondant au second

probléme de Lie relativement & la sous-algébre H . L’ application différentielle tangente
i, enl’@ément neutredeH’, i,: L(H)—H , est donc unisomorphisme continu d’ algébres
delLie. Commei(exp(u)) = exp(i.u), i: H — H est unisomorphismelocal et analytique
de groupesde Lie. H’ &tant connexe,
H = U (H)"
neN

ol H/, est un voisinage ouvert de |’ &ément neutre du groupe H’. De méme pour H. Ceci
implique quei(H’) = H. L’isomorphisme local fait donc de H’ un groupe CBH isomor-
pheaH vial’'injection i. n
3.3. Sur I'integrabilité desalgébresde Lie Banach. J. Leslieasoulignédans!’introduc-
tion de[Les 93] une subtilité techniquequi concerneletroisieme théoremede Lieet sem-
ble, anotre connaissance, étre passéelongtempsinapercue. Uneremarquede G. Birkhoff
[Bir 38] “has led many knowledgeable Lie theorists to imagine that there is nothing to
prove as regards Li€'s third theorem in the case of Banach-Lie algebras which are cen-
ter free”. La difficulté mentionnée réside dans une utilisation abusive du théoréme des
fonctions implicites. Leslie remarque plus loin “in order for the inverse function theo-
rem to be applicable the image of the derivative must split the codomain, and we can not
conclude as Birkhoff did; instead, we must find ways to circumvent adirect usage of the
implicit function theorem in this context.”

La preuve du second theoreme de Lie présentée pour les groupes CBH fait justement
I’ économie du théoreme desfonctionsimplicites. || en résulte une demonstration limpide
du troisieme theoreme de Lie pour les algébres de Lie Banach de centre trivial.

THEOREME 4 (LIE I11). Toute algebre de Lie banachique L de centre trivial est
intégrable en un groupe de Lie Banach (analytique) plongé dans GL(L).

PREUVE. L est munied unenorme]|| - || telle que:

1D YA < NI yl-

On sait quec’est une algébre de Lie de type CBH. Puisque le centre de L est trivial nous
avons|!’injection

L& ad(L) C End(L).

C’est un homomorphisme continu d algébres de Lie, puisque si x € L, alorsla norme
|| ad(x)|| de ad(x) dans End(L) est inférieure ala norme ||x|| de x dans L. Il résulte de
[Liell CBH] que L est intégrable par un groupe de Lie CBH plongé dans GL(L). ]

3.4. Au-dela des CBH.

3.4.1. Groupes et algebres de premiere espece. De nombreux groupes de Lie de di-
mension infinie admettent une carte canonique de premiéere espece sans étre pour autant
analytiques. C' est-a-dire quel’ application exponentiellefournit une carte au voisinagede
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I’ élément neutre maisle produit de groupe dans cette carte n’ est plusdonnépar lasérie de
Campbell-Baker-Hausdorff. Un exempleintéressant est e groupe des difféomorphismes
formelsdeladroiteréelle qui fixent un point. Un groupede Lie admettant I’ exponentielle
comme carte au voisinage de I'identité sera dit groupe de Lie de premiére espece. |ls
définissent une large classe EXP de groupes de Lie de dimension infinie.

Si L estunealgebredeLietopologiqueayantZ pour centre, lequotient K = L /Z est
naturellement structuré en algébre de Lie topologique. On peut identifier K & une sous-
algebre de Lie topologique de I'algébre de Lie End(L) des endomorphismes continus
de L par Iinjection K & End(L). L'algebrede Lie L seradite de premiére espécesi la
fonction exponentielleest définiedansK et structure 22, (Exp K )" enungroupedeLie
de premiére espéce. La classe des algebres de Lie de premiére espece, notée L (EXP),
est précisement la classe associee a EXP.

Le second théoreme de Lie [Lie || CBH] pour les groupes CBH et son Corollaire 1
admettent immédiatement les généralisations suivantes dans le cadre des groupes de
premiére espece.

THEOREME 5 (LIE Il EXP).  Pour qu’une sous-algebrede LieH del’algébredelLie
G d'un groupe de Lie de premiere espece G soit I’ algebre de Lie d’un groupe de Lie de
premiére espece H, plongé dans G, il est nécessaire et suffisant que H soit de premiere
espéce.

COROLLAIRE 2. Toute sous-algebre de Lie fermée H de I'algebre de Lie G d'un
groupe de Lie G de premiére espéce Milnor-Omori régulier est, munie de la topologie
induite, I’ algebre de Lie d’ un unique groupe de Lie connexe de premiere especerégulier
au sensd’'Omori H plongé dans G.

La condition de régularité au sens d’ Omori assure techniquement la stabilité de H
par le produit de groupe dans la carte canonique de premiere espece. |l serait intéressant
de savoir si tout groupe de Lie de premiére espece est régulier au sensd’ Omori et/ou de
Milnor.

3.4.2. Groupes et algebres de Lie de seconde espece. Soit G un groupe de Lie de
dimension infinie d’ algeébre de Lie G. On dira que G est un groupe de Lie de seconde
especes'il existe pour G une décomposition en somme directe

G =BG
detelle sorte que I’ application
ifllEXpi:(le---va) € Gy x - x Gy — Exp(xy) - - - Exp(¥m) € G
définisse une carte de variété au voisinage de |’ élément neutre. Afin de préciser la“mul-

tiplicite” m de la decomposition, on dira que G appartient alaclasse EXP™. 11 est clair
que EXP ¢ EXP™ c EXP™ pour tout m < nv. La définition de |a classe associée
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d algebresdeLieest analogueacellede L (EXP). Si L est unealgébredeLietopologique
ayant Z pour centre, notons K = L /Z I'algebre de Lie quotient. En identifiant na-
turellement K & son image par la représentation adjointe, on a

DEFINITION4. L est unealgebrede Lie de seconde espécelorsque la fonction expo-
nentielleest définiedansK et permet de structurer (J2°; (Exp K )" enun groupedeLiede
seconde espece. La classe des algebres de Lie de seconde espece, notée génériguement
L(EXP™), est précisement la classe associcea EXP™.

Lorqu’ unealgebredeLie L admet une décompositionen sommedirectedemalgébres
de Lie de premiere espéce,

L =L,
i=1

nous dirons qu’ elle est presque de seconde espéce d ordre m. Si en outre chaque L; est
intégrable au sensde Lie Il en un groupe de premiére espece G;, L seradite intégrable
par parties. Cette algébre est alors virtuellement intégrable selon le produit @, G;.
L'interét de ce point de vue a &té mis en évidence dans [RoK 97]. On y démontre
avec N. Kamran que tout pseudogroupe de Lie transitif de dimension infinie (au sensde
Lie-Cartan) est naturellement associé a une algébre de Lie de seconde espece d’ ordre 2
intégrable par parties et que le groupe de Lie des diffeomorphismes formels de R" qui
fixent un point est un groupe de Lie de seconde espece d’ ordre 2.
deLie dedimension finie. Posons G3® = K> et par récurrence notons G* un groupe de
Lie de dimension infinie qui est une extension de H; par Gi*;. Nous avons donc, pour
j = 1,...,m, une sequence de suites courtes exactes de groupesde Lie

alaquelle est associée une sequence de suites courtes exactes d’ algebres de Lie topolo-
giques
La proposition suivante est immédiate

PROPOSITION 1. S K est un groupe de Lie de seconde espéced ordre | alors Gy
est un groupe de Lie de seconde espéced’ ordrel + m. S K> est Milnor-Omori régulier
il enestde mémede Gyy.

Désignons par EXP2 (resp. CBH i) la classe des groupes de Lie de seconde espéce
d ordre 2 obtenus comme précédemment a partir d’'un groupe de Lie K™ de premiere
espece (resp. de type CBH). On a comme extension du second théoréme de Lie

THEOREME 6. Toute sous-algebre de Lie fermée H de I'algebre de Lie G d'un
groupe de Lie G appartenanta CBH i (resp. EXP?2 et Milnor-Omori régulier) est, mu-
nie de la topologie induite, I'algébre de Lie d'un unique groupe de Lie H connexe de
méme nature que G.

PrReEUVE. Faireunerécurrence sur chagueextension en utilisant au départ Liell pour
les groupes de premiére espece. n
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3.5. Quelques exemples.

3.5.1. Groupes formels d’isotropie. Nous avons dgja noté que les groupes formels
d'isotropie de R" sont des groupes de Lie de seconde espéce d' ordre 2 qui satisfont au
Théoreme 6 (voir [RoK 97]). Il en est de méme de la plupart des groupes formels. Le
groupe de symétrie des équations d’ Euler est un exemple non formel de groupe de Lie
de seconde espece qui satisfait au Théoréme 6.

3.5.2. Groupe de symétrie des équations d'Euler. Rappelons que le systeme des
equationsd’ Euler pour unfluideidéal incompréssible et sansviscuosité d’ un domaine Q
de dimension 3 prend la forme vectorielle

(2) du+u-Vu= —Vp
V.-u=0.

Le domaine Q C R3 est décrit par les coordonnées spatiales x = (X, Y, ). Le temps est
paramétré par lavariablet et u = (u, v, w) représente le champs de vitesse. La variable
p représente le champ de pression et V = (0x, dy, 0;). Leterme non linéaireu - Vu selit

(u-V)u.
Une symétrie infinitésimale des equations d’' Euler est un champ de vecteurs de la
forme
V = €0y + ndy + (0, + 70t + ¢p0y + 1p0y + XOw + 70,
ou &,1,...,m sont des fonctions de x,t,u, p. Pour une détermination explicite voir

[Olv 86]. Il en résulte que la composante connexe Sym(Euler). du groupe de symétries
deséquationsd’ Euler en dimension 3 est engendrée par les champs de vecteurs suivants:

V)(; = Ct'ax + O(tau — O(ttxap,
3 VY = 30y + Bi0y — Buydp, } (repere mobile)
VZ = 70z + V10w — YtZ0p,

4 Vo =0, (translation temporelle)

di = Xy + Yoy + 20, + toy, 5
®) dz = td; — Ud, — Voy — Wdy — 2pdp, (changement d’ échelle)
Iy = YOx — X0y +Vvd, — Udy,
©) I = X0z — Z0x + UOw — WOy, } (rotations)
lyz = 20y — Y0z + WOy — VOy,

(7) Vi = 69y, (changement de pression)

ol «, 3,7 et # sont desfonctions arbitraires det.
Désignons par M3, T 1,52 R 3, P |es espaces vectoriels réels engendrés respec-
tivement par (3), (4), (5), (6) et (7). Il est aise de voir que PT = P*gT?! MP =
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M32gP> MPT = M3 gP>gT?! SP = S?2@ P> sont des sous-algébres de
Lie de dimension infinie de G. Ces algebres de Lie sont naturellement structurées en
algebres de Lie topologique localement convexe Hausdorff complétes pour la topolo-
gie de Whitney (convergence uniforme C> sur toute partie compacte). Notons L (A)
I’ algébre de Lie de dimension 6 engendréepar T 1,52 et R 3,

L' algebre L (Sym(Euler)) dessymétries infinitésimales des équations o’ Euler est une
extension de I’ algébre de Lie L (A®) par I’ algebre de Lie detype CBH MP.. C'est-a-dire
quel’on alasuite courte exacte d’ algebresde Lie (*)

0— MP — L(S/m(EuIer)) — L% —o.

Deplus

PROPOSITION 2. L'algébre de Lie L (Sym(Euler)) n'est pas une algebre de Lie de
premiére espece.

PREUVE. Si C'était le casil en serait de méme de la sous-algebre de Lie fermée
PT =P>@T ™ Orlexponentielle du champ de vecteurs ad; + 69, associea (x,t, u, p)
lepoint (x,t+a,u,p+ g 6(t + ar) dr). Par suite PT n’est pas de premiére espéce.

Remarquonsencoreque L (S/m(EuI er)) est unealgebrede Lie de champsde vecteurs
complets. Elle s'integre en un groupe de Lie Sym(Euler) de dimension infinie Milnor-
Omori régulier, extension d’ un groupe de Lie de dimension finie A8 par un groupedeLie
MP de type CBH. En d'autres termes la suite (*) s'intégre selon

e — MP — Sym(Euler)e — A®* — e.

4. Liell pour lesgroupesréguliers.

4.1. Intégrabilité d’une sous-algebre CBH. On commence par le lemme suivant pour
lequel H est unealgébre de Lie detype CBH, V, V sont des voisinagesde I’ origine tels
queV C Veth(V,V) C V.

LemMELl. S H estunealgebredeLiedetype CBH decentretrivial, alors|’applica-
tion
xeV CH — expadx) € Aut(H)

est injective.

PreUVE. |l suffit dedémontrer que dansV, exp(adx) = Id équivautax = 0, puisque
dansV,

exp(adx) - exp(ady) = exp(ad(h(x, y))).

Supposons donc, que pour u € V,

(x) adu + %(adu)2 oo %(adu)n +...=0.

https://doi.org/10.4153/CJM-1997-042-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1997-042-7

SUR L' INTEGRABILITE DES SOUS-ALGEBRES DE LIE EN DIMENSION INFINIE 835

Si v N’ appartient pas au noyau de adu, alors adu(v) n’ appartient pas au noyau de adu car
sinon (x) implique adu(v) = 0. Posonsw = adu(v) = [u, v]. On supposew non nul. (*)
implique

w+ %(adu)w+ et %(adu)”‘lw+ =0,

soit (dexp)_yw = 0. Or (d exp)—_ est un isomorphisme. Par suite w = 0O; on obtient la
contradiction désirée.
Comme H est de centretrivial, on abien exp(adx) = Id impliquex = OdansV. =

THEOREME 7.  Toutesous-algebrede Lie detype CBH d’ un grouperégulier decentre
trivial est intégrable en un sous-groupe de Lie de type CBH.

PREUVE. Lethéoréme est une conséquence des deux lemmes qui suivent. n

LEMME 2. Soit H une algebre de Lie CBH. Désignons par Hy le groupuscule de
LieassocieaH . Tout homomorphismeH LG = L(G) d'algebresdeLiedeH dans
I’algébredeLie G d’'un groupede Lierégulier provient d’ un unique homomor phismede
groupusculesde Lie Hg Y

PREUVE. L’unicité est une conséquencedu Lemme 7.1 p. 1042 [Mil 83]. Montrons
I’existence. A tout x € Hp C H associonsexp(i«X) = i(xX) € G. L’ applicationi est C*,
comme composéedei, et exp. D’ autre part,

i(h(x,y)) = exp(ih(x,y)) = exp(h(i.x,i.y)),

car h(i« X, ixYy) aun sens puisque, la topologie de G est moinsfine quecelledeH , i, est
un homomorphismed' algebresde Lie, et acausedel’ unicité delasolution del’ équation
différentielle logarithmique.

D’ otti(h(x,y)) = i(x) - i(y).
LEMME 3. S H estdecentretrivial, i est localement injectif.

PrReEUVE. Pour demontrer quei est localementinjectif, il suffit devérifier qu'il existe
un voisinage V de 0 dansHy tel que, si x € V eti(x) = ealorsx = 0. En effet, si un
tel V existe, soit alors V un voisinage ouvert de 0 vérifiant h(V,V) C V. Si x,y € V et
i(X) = i(y) aorsi (h(x, —y)) = g, cequi implique x = y deslors que V est contenu dans
un groupusculede LieassocieaH . Or Ad(exph) = Exp(adh) oli Exp est I’ exponentielle
du groupe adjoint Ad(G). Comme Exp(adh) restreinte aH s'identifie pour tout h € H
al’exponentielle algébrique

exp(adh) = 3 = (adh)”
n=o N!
dansEnd(H ), le Lemme 1 permet d’ achever la démonstration. ]

Voyons maintenant ce qui se passe si H est abélienne et est plongée dans G, i.e.
H — G. Il est clair que exp(H ) est un sous-groupe abélien de G. Pour en faire un
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sous-groupe de Lie CBH de G, il faut S assurer que I’exponentielle restreinte aH est
localement injective au voisinage de I’ origine. Bien sir si H est de dimension finie
exp est localement injectif. Cependant si I’algébre de Lie abélienne H n’est pas de
dimension finie il n’est pas clair que I’ exponentielle du groupe G restreinte a H  soit
systématiquement localement injective. C'est 1a un probléme de topologie sans grande
importance. En effet il est toujours possible d’ affiner latopologiede H desortequecela
devienne le cas; prendre par exemple la topologie limite inductive stricte d’un systeme
inductif de sous-espacesvectoriels de dimensionsfinies [K&t 69].

THEOREME 8. Toute sous-algebre de Lie CBH H de G ayant un centre Z(H ) de
dimension finie est intégrable en un sous-groupede Lie CBH de G. S lecentre Z(H ) est
quelconqueil est toujours possible d’ affiner latopologiede H desortequ’elle resteune
sous-algebre de Lie CBH et soit intégrable en un sous-groupe de Lie CBH de G. Dans
tous lescas H est intégrable en un groupe de Lie CBH (qui '’ est peut-&tre pas plongé
dans G).

PREUVE. H estle produit semi-direct
H=2ZH)<xH /ZH).

Comptetenu du Théoréme7 et delaremarque précédente, I’ exponentielle restreinteaH
est localement injective (moyennant un éventuel raffinement de la topologie du centre
Z(H) etdoncdeH ). Par suite H est intégrable en un (sous-)groupedeLieCBH. =

4.2. Intégrabilité des algebres de chemins.

4.2.1. Notion de pré-intégrabilite. Lanotiond' algebredeLie pré-intégrable proposée
par Leslie est pleinement justifiée par le Théoreme 1. 11 semble naturel d’ opter pour la
définition géométrique qui suit:

DEFINITION 5 (PRE-INTEGRABILITE). Unealgébrede Lie L topologique localement
convexe Hausdorff et sequentiellement compléete sera dite préintégrable si I'algebre de
Lie de sescheminslisses C*(l, L) munie du crochet de Lie

v wl(®) = [ [ vir) drw)] + [veo, [ wer) |

et de latopologie de Whitney est intégrable en un groupe de Lie (au sens de Milnor).

Bien entendu une algébre de Lie topologique pré-intégrable au sensde Ledlie est pré-
intégrable en ce sens géométrique. Laréciproque n’est pas vraie.

4.2.2. Pré-intégrabilité dansles groupes reguliers. Nous avons déja noté qu’ une con-
dition nécessaire pour qu’ une sous-algebrede Liefermée H del’algébredeLie G d'un
groupe de Lie G soit intégrable en un sous-groupe de Lie est que

Ad(Exp(H))H cH.
Cette simple condition a permis de montrer que la sous-algébre de Lie de x*(T?) du
contre-exemple d Omori n'est pas intégrable. C'est que cette algebre de Lie ne définit
pas un feuilletage de Stefan sur T2. Les résultats suivants montrent que cette condition

de stabilité est méme suffisante si I’on abandonne |’ axiomatique des variétés (au profit
par exemple de la difféologie de JM. Souriau).
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ProPOSITION 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une sous-algebre
de Lie fermée H de I’algebre de Lie G d’un groupe de Lie G Milnor-Omori régulier
engendre un sous-groupe H connexe par arcs C*> dans G est qu’elle soit stable, i.e.

Ad(Exp(H))H CH.
S H estintégrable en un sous-groupede Lie connexe Ho, alorsH = Ho.

PREUVE. A tout cheminlissev:| — H associonsle chemin é,:1 — G qui integre
I’ équation logarithmique droite gg~! = v. La structure de groupe de Lie semi-directe
de TG montre que éy - b integre le chemint — v(t) + Ad(év(t))w(t). L e groupe étant
Milnor-Omori régulier,

5u(t) = T] Exp(v(t)dt).
t
Comme Ad est C®, il enrésulte que

Ad(éu(t)) = [TAdExp(v(t)dt).
t

L’ hypothese de a proposition assureque v(t) + Ad(5y(t))w(t) € H pour tout t. On définit
alorsH par
H= U 6.

veC>(I,H)

La proposition en découle. n
Avec les conditions précedentes, on a

THEOREME 9. Legroupe
Ce’(1,H) = {g € C*(1,H)/g(0) = e}
est un groupede Lie d algebrede Lie C(1, H ) admettant
Coell,H) = {g € C*(I,H)/9(0) = g(1) = €}
comme sous-groupe fermé normal.

PrREUVE. La structure de groupe de C2°(l,H) est transportée, via I’application
6~ tg — ggt, aC>®(l,H). Dans cette carte, le produit est défini par v x w = v +
Ad(5y)w, I'inverse de v étant donné par la formule: v-1 = — Ad(5, Y)v. Il est clair que
ces opérations sont infiniment différentiables. Le reste de la proposition est immédiat. m

PROPOSITION 4. Dansla carte précédente, le crochet de Lie est défini par

v Wi = [ | () dr, w(o)] + [veo), [ W) dr].

S Cgy(l, H) est un sous-groupede Lie de C°(I, H), il admet pour algébre de Lie (dans
cette méme carte), I’ algébre de Lie des cheminsv: | — H tels que

1
/0 v(t) dt = 0.
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Danscecas, I'algebrede LieH est intégrable en un schéma de groupesde Lie.

PREUVE. Ladéemonstration estidentiqueacelle proposée par J. Lesliedans[Les93]
afin de traiter du troisieme théorémede Lie. Dansle cas ou I’ algebre de Lie des chemins
v:l — H telsque

1
/0 v(t)dt = 0
est intégrable, le groupe quotient
C(I,H)/Ca(l, H)

integre H en un schémade groupesde Lie. n
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