LIMITES PROJECTIVES DE CHAINES DE
DEMI-GROUPES NILPOTENTS

F.P. Gagnon

Dans cette note nous étudions les demi-groupes avec zéro
qui vérifient la condition T:

0
+
(T)  "si ac 1 D™ alors a=on
n=1

Le théoréme 1 montre que ces demi-groupes sont isomorphes
3 la limite projective d'une chaine de demi-groupes nilpotents.
Le théoréme 2 donne une fagon de réaliser tout demi-groupe
nilpotent.

DEFINITION 1. Une chafne de demi-groupes

T= (D}, [+ {og) 10

i’ i>j

)

est formée d'une famille de demi-groupes {Di} Y ou I est

I
un ensemble totalement ordonné, d'une famille d'épimorphismes
{e.} 1, Jel , ou ¢. :D;=D

gy s :, telle que si i> j> k alors
il i>j ji J
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DEFINITION 2. La limite projective d'une chalne 7 de
demi-groupes est 1321 % , le demi-groupe des fonctions f de

I dans U D, telles que
iel !
(1) pourtout iel, f(i) e Di'
(2) si i>j, alors f(j) = qui (£(1)) .

Le produit de f, f'e 1(ir_n é est défini par (f o f') (i) =
f(i) » £'(i) e Di .
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THEOREME 1. Un demi-groupe avec zéro vérifie la
condition T si et seulement s'il est isomorphe a la limite
projective d'une chalne de demi-groupes nilpotents.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante.

Réciproquement soit B un demi-groupe qui verifie la
condition (T). Pour chaque entier positif n, soit D =B / 6n.

n
.. . < . nt+1 ..
Nous écrivons a=b (6n) si a=b ousi a,beB . L'épimor-

phisme naturel de Drn sur Dn (oW m > n) est d€signé par

t celuide B s D a .
¢nmeceme ur nprnn

n, me N
ﬁ— ({Dm}neN’ {¢ mn} n>m )
- . . n+i
est une chaine de demi-groupes nilpotents, car Dn = (0).

tanp licat - s « & 1 N -
De plus, l'application a g0 o fe im ¢ et olt fa(n) nn(a),

est un isomorphisme entre B et h('_rg ‘g .

DEFINITION 3.  Soit (E,<) estun ensemble ordonné
avec élément minimum 0 une transformation f de E est
diminutive si pour tout xcE, x #0, f(x)<x etsi f(0)=0.

THEOREME 2. Un demi-groupe D est nilpotent si et
seulement si il est isomorphe a un demi-groupe de transfor-
mations diminutives d'un ensemble ordonné avec élément
minimum ou toutes les chalnes sont de longueur au plus égale 2
n+1 (n estleplus petit entier tel que DT = 0),

Démonstration. Il est clair que la condition est suffisante.
Si réciproquement D est un demi-groupe nilpotent soit 1 un
élément distinct de ceux de D.

L'ensemble E = DU {1} estordonné de la fagon suivante:
(1) =x< 1 pour tout xeD
(2) a<b si a,beD etsi aeDb.
Pour chaque aeD la transformation fa définie par fa(i) =a
et fa(x) = ax ou xc¢D est une transformation diminutive de E.
De plus 1'application a = fa est un monomorphisme de D dans

le demi-groupe des transformations diminutives de E. Enfin
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puisque D" = (0) il est clair que toute chalne de E comporte
au plus n+1 termes.
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