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AVERTISSEMENT

II n'y a rien de plus difficile que de surmonter les ,,vieilles habi-
tudes acquises" car les modifier oblige a vaincre l'inertie. Or il est
un fait que notre maniere de penser re"sulte en grande partie de ce
que nos maitres nous ont transmis. Notre formation a l'^cole ou
ailleurs a l'actuariat nous a coule" dans un moule. En ge"ne"ral, nous
nous plaisons a y rester. Certains s'offusquent ou re"pugnent a
ride"e de changer quelque chose.

Mais ce n'est pas une raison pour que la recherche scientifique
s'embarrasse des m&nes scrupules. Au contraire, le progres re"sulte
souvent de l'abandon de certaines formes traditionnelles.

Renoncer a des conditions particulieres, c'est ge"ne"raliser le
probleme et ne garder que ce qui est indispensable pour resoudre
simultane'ment les cas spe"ciaux. C'est rechercher le passe-partout
qui ouvre le nombre maximum de serrures particulieres.

La note ci-apres a pour objet de re'aliser quelque chose d'analogue
dans le domaine actuariel. Sa lecture sera difficile au premier
abord. II faudra la reprendre et la reprendre encore, car elle renonce
a presque tout sauf au jeu, dans sa conception la plus large.

Mais, en fait, que ce soit pour un contrat ou un ensemble de
contrats, le jeu se joue dans le temps et s'e'chelonne dans une
succession de parties, il en re"sulte quelque chose qui est en Evolu-
tion stochastique.

Le passe-partout que Ton propose est effectivement une relation
ge"ne"rale de recurrence qui conditionne cette Evolution, en moyenne.
Cette me"thode est ge'ne'rale.
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142 A LA MEMOIRE DE B. MONIC

Tout le reste est un peu la description fastidieuse des serrures
que Ton peut ouvrir avec le meme passe-partout.

Tel est en fait le vrai fondement de cette £tude. Elle a pour but
de reveler une unite", done une e"conomie de pensee. En surmontant
tres peu le "vieil homme", l'actuaire se rendra compte a quel
point tout est simple.

Boleslaw Monic etait, plus que tout autre, convaincu que l'ac-
tuaire etait necessaire dans le domaine des assurances non viageres.
Mais, pour lui, ce travail devait avoir avant tout un sens pratique.

Car il convient a l'actuaire:

— de definir clairement le probleme a re"soudre;
— ensuite, d'etablir, si necessaire, les me'thodes th£oriques de

resolution (ou d'adapter d'autres) qui conviennent;
— enfin, de re"unir les moyens materiels qui suffisent pour terminer

le calcul numerique de la solution pr£sent6e.

Nous pensons que la meilleure facon de rendre hommage a la
memoire de celui qui pensa ,,a cre"er quelque chose" dans le domaine
non viager, est d'illustrer, sur exemples, comment l'actuaire
pourrait r£soudre effectivement certains problemes pratiques.
Cette note est d'ailleurs le prolongement d'un article paru dans
le Bulletin des Actuaires Beiges portant titre ,,Les routines d'avant
pro jet en assurance de risques divers"; article qui participe du
mfime but fondamental.

Plus generalement notre objectif est de de'finir un ensemble
d'operations actuarielles generalises ou la m&me methode th^o-
rique de resolution est applicable et ou les algorithmes de calcul
a utiliser sont semblables. Ce sont done des operations qui ont
pour l'actuaire meme structure.

i. La -position du probleme — La collectivite des risques, le jeu
actuariel et ses contraintes

La col lect ivi ty des r isques

On suppose qu'on se trouve devant une collectivite de risques
divers, qui eVolue dans le temps de deux manieres differentes.
Pour de'finir cette collectivite, en toute g^n^ralite, nous intro-
duirons les elements suivants:
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1°) le temps est repere par exercice, il varie de i . . . i . . . a n
n sera 1',.horizon" de l'operation.

2°) le nombre de contrats de la collectivite varie d'exercice a
exercice, il sera indique pour les nombres: h . . . lt. . . ln

3°) le risque varie et s'aggrave dans le temps; on admet que chaque
contrat amene j accidents avec la probabilite pi, au cours du
ie exercice avec:

En particulier dans les me"thodes d'avant-projet, on admettra
la loi de Poisson; l'aggravation du risque sera donnee par la suite
des valeurs croissantes Xj du parametre X de la loi de Poisson.

X! < X2 . . . < X< < . . . X«

done p\ = e *

Le modele particulier de Poisson represente une adaptation
possible de la realite.

II est qualifie" ,,d'avant-projet" car il constitue une premiere
approximation de la re"alite. Le terme ..approximation" doit etre
conside're au sens large, car il suffira en pratique de choisir une
loi de Poisson plus ,,dangereuse" que la loi reelle.

II existe done a priori un probleme preliminaire de comparaison,
qui est a etudier separe'ment. Car, en pratique, il sera toujours
ne"cessaire de particulariser les ..parametres" du modele qui ,,re-
prtisente" le mode reel. C'est ce modele particulier qui permettra
de conduire a bonne fin les calculs demanded.

Cependant, la the"orie ge"ne"rale ci-apres est largement indepen-
dante de la representation particuliere de la collectivity de risque
qui sera admise.

Le jeu ac tuar ie l

Tout probleme actuariel (mehne toute operation viagere) est
essentiellement un jeu, qui se joue toujours sur une collectivity
de'termine'e de risques. II y a deux ..joueurs engages".
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144 A L A MEMOIRE DE B. MONIC

— le premier ,,joueur" est represents par l'ensemble de tous les
contrats appartenant a la collectivity des risques divers (en vie,
on considere en ge'ne'ral un seul contrat).

— le second ,,joueur" est Yorganisme d'assurance, qui accepte
d'accorder au cours d'une peYiode de n exercices, des avantages
determines en cas d'accident, a condition d'obtenir du premier
joueur au cours de la mSme p^riode certains versements fixes
a priori par l'ensemble des contrats individuels.

A titre d'exemple, le premier joueur peut etre repre"sente" par un
ensemble d'assurfe reels, le second joueur par la Compagnie d'Assu-
rance, c'est le probleme d'assurance directe. Mais le jeu peut aussi
bien etre constitue" par une collectivity de'termine'e de contrats
que Ton presente a un re"assureur. Dans ces conditions, le premier
joueur est l'assureur direct, le second le re"assureur.

Les con t ra in tes comple'mentaires

i°) II y a jeu entre deux joueurs. II est fixe" par les conditions
particulieres des contrats 6mis.
Une des conditions comple'mentaires que Ton peut admettre
a priori — et qui est a la base des operations viageres — est
le principe d'equite relative.
Le modhle theorique du risque etant fixe, on admet que les enga-
gements pre'vus par le jeu doivent etre e'quitablement calcules.
Ceci exprime d'ailleurs que requite" est toute relative. Elle Test
d'autant plus que le modele est plus reel.
II est bien certain que l'assureur direct admettra le modele
qui lui convient ou impost par les Autorit^s nationales de contr61e.
Mais, en ge'ne'ral, ce m&me modele ne correspondra pas au
modele adopte" par le re"assureur, qui lui est un assureur inter-
national.
Ces considerations indiquent que la notion d'equite" n'est, en
pratique, jamais absolue.

2°) Une seconde contrainte est impose"e par la pratique. Le second
joueur, c'est-a-dire l'organisme d'assurance, n'acceptera pas,
en principe, 1'operation proposed que s'il est financierement
couvert. Nous pre"cisons cette ide"e de la maniere suivante:
Le second joueur admettra que le jeu n'est pas seulement
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A LA MEMOIRE DE B. MONIC 145

Equitable dans son ensemble (pdriode de n exercices), mais
egalement que si, au terme d'un exercice quelconque, le premier
joueur met fin au contrat d'horizon n, ce joueur ne peut 6tre
en dette vis-a-vis de l'organisme d'assurance.
(Cette contrainte de couverture est bien connue dans le domaine
viager; il conduit a l'obligation de n'accepter que des opera-
tions conduisant a des reserves mathematiques positives)

Le probleme a r^soudre
Le jeu se joue done entre deux parties, sur une collectivity

spe'eifie'e de risques et moyennant les contraintes admises. Le
probleme pose" a l'actuaire est alors double:

1°) quel que soit le jeu engage", et en particulier les obligations
particulieres de l'assureur, definir l'ensemble S de toutes les
obligations du premier joueur qui sont compatibles avec les
contraintes impose"es.

2°) une solution particuliere de cet ensemble ayant e"te" retenue
de commun accord, entre joueurs, quelles sont les me'thodes
a utiliser et les moyens a re"unir pour:

a) fixer et calculer la succession des obligations du ier joueur
(le demandeur),

b) fixer et calculer la succession des surplus disponibles, fin
d'exercice, au profit du ier joueur.

En conclusion, l'objectif, que nous nous fixons, est l'e'tablissement
de la the"orie generate des operations actuarielles admissibles sur
une collectivity arbitraite de risques divers, mais spe'eifie'e d'avance
(une telle throne englobe ipso facto la throne des operations
viageres). Un tel but peut surprendre, paraitre utopique. Paradoxale-
ment nous verrons que les moyens a mettre en oeuvre pour l'atteindre
sont tres simples.

2. La methode thdorique de resolution pour les operations actuarielles
inconditionnelles, la relation fondamentale de recurrence

a. Le principe
II existe une methode generale qui permet d'attaquer unifor-

mdment tous les problemes actuariels du genre specifid ci-dessus. Elle
est connue en assurance Vie sous le nom de methode de Fouret.
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Mais si, son principe reste d'application en toute ge'ne'ralite', son
adaptation doit 6tre diff^rente en assurance non life.

ai) Le premier joueur: Nous designons par:

V{-i, le montant de la sur-couverture (surplus disponible de
1'ensemble des assures de la collectivite des risques) a la fin du
(i—i)e exercice (ou une dette du 2e joueur vis-a-vis du ier joueur
a cette meme date);

Ui le montant du versement effectue par l'ensemble des assures
au debut du ie exercice.

La somme (V{.i + Ui) constitue l'enjeu global engage par le
premier joueur au cours du ie exercice.

a2) Le second joueur:

Nous supposons que s'il se pr6sente k accidents au cours de
l'exercice, le second joueur doit payer le montant global C .̂

Or, en vertu des hypotheses d'avant-projet, le nombre d'acci-
dents qui peuvent arriver au cours de l'exercice est defini par une
hi de Poisson, dont le parametre vaut l{ki.

Done le second joueur paiera la somme C/c avec la probability

et par la suite la valeur probable de ces engagements en cas d'acci-
dents sera donnee par

D'autre part, la contrainte de sur-couverture, 1'oblige a garder
en fin d'exercice le surplus V% (contrairement a ce qui se passe en
Vie, e'est une obligation certaine ou inconditionnelle, le contrat ne
prenant pas fin suite a l'arrivee d'un ou plusieurs sinistres).

a3) Si nous ne tenons pas compte du facteur inte"ret, le principe
d'equite relative exige que les engagements reciproques s'equilibrent
done
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Telle est la relation fondamentale de recurrence du jeu actuariel
engage entre les joueurs.

Si nous posons AF^ = Vi — V{.i, variation du surplus au cours
de l'exercice, nous avons Interpretation suivante: la prime globale
du premier joueur, a payer en debut d'exercice, doit toujours couvrir
alge'briquement et les engagements probables en cas d'accidents et la
variation de surplus de l'exercice.

Cette regie est permanente dans le temps. De plus, elle est inde-
pendante du modele mathe'matique representant la collectivite
des risques divers. Enfin l'introduction du facteur interet est
banale.

3. L'algorithme de calcul

b) L'extension de la relation (a) et les conditions aux
limites

bi) Nous pouvons 6crire la relation pour une suite quelconque
d'exercices. Nous nous liberons de la forme particuliere du modele
mathe'matique, en introduisant les notations suivantes:

Ot = \e ''*« 2 —7-—Cj; dans le modele d'avant-projet

Ot est la valeur probable des obligations du 2e joueur au cours du
exercice.

Alors par sommation de (a) sur l'ensemble des exercices de i a j
on aura

Elle constitue la relation generale liant deux surplus arbitrages.
Elle exprime la condition d'equite" relative sur un ensemble conse-
cutif quelconque d'exercices.

\>z) Aux limites d'une pe"riode d'assurance, les surplus sont
toujours determines:

— au de"but de la pe"riode Vo est toujours nul, puisqu'aucun
versement n'a eu lieu.

— fin de peYiode, si le jeu est Equitable, le surplus Vn doit egale-
ment etre nul, sinon l'assureur conserve a son profit des sommes
dues a des tiers.
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II en re"sulte les conditions aux limites

Vo = V» = 0 (y)

c) Resume des contraintes mathematiques et obtentions des solutions
particulieres

La relation ((3) applique"e sur l'horizon n, c'est-a-dire a la dur^e
des contrats

2 Ut = 2 Ot (8, n)
1 1

(8, n) traduit le contrainte d'equite globale sur l'horizon n.

De plus, si nous appliquons la relation globale entre le debut du
premier exercice et la fin d'un exercice quelconque (on a Vo = 0)
done

Vi = 2 Ut — 2 Ot
1 1

La contrainte de positivite": V{ ^ o entraine done:

(8,i)

quelque soit i

Les relations (8, i = 1, 2 . . . n-i) de"finissent Yensemble Q d'opd-
rations viageres admissibles non conditionnelles.

Cet ensemble Q, comporte de nombreux sous-ensembles distincts
qui re"sultent de l'introduction de conditions supple"mentaires
(bien connues en assurance Vie). Nous en indiquons certaines:

ci)-Le sous-ensemble Qr des operations actuarielles ou I'assureur
se contente de demander annuellement la prime de risque. Une telle
operation entraine que le surplus annuel Fj est toujours nul, done:

Vo = Vi = . . . = Vt = . . . Vn = o

Ce qui implique les primes globales de risque

La prime globale annuelle pure a demander dibut exercice correspond
a la valeur probable du risque a courir au cours de Vexercice; e'est
la solution generalement admise en reassurance.
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C2) Le sous-ensemble Qn des operations actuarielles oil l'assureur
admet pour toute la p^riode de n exercices une et une seule prime;
dans ces conditions

n , = n , = ... = nH_± = o
Ce qui implique:

d'une part II™ = £ Ot
1

d'autre part V\ = S O (

(-<
Ce type d'assurance correspond aux operations de liquidation

de sinistre.
Le de"partement qui effectue ces operations se trouve dote" en

prime unique et a charge d'un exercice determine' des obligations
qui re"sultent de sinistres de"coulant de cet exercice.

Toutefois, la collectivity des risques n'est plus constitute par
des contrats d'assurance mais par l'ensemble des sinistres a liquider,
au cours des exercices futurs.

Les deux joueurs sont respectivement dans un me'me organisme
d'assurance:

a) le de"partement de production et de gestion des risques accepted ;
b) le de"partement de liquidation des sinistres survenus.

Le probleme de mise en route est different, mais les methodes
donne"es ci-dessus restent d'application des qu'on aura defini la
loi stochastique de l'eiimination financiere des sinistres dans le temps.

03) Le sous-ensemble Qa ou l'assureur demande une prime
annuelle constante; dans cette hypothese

n, = n2 = ... = un.x

d'ou n = i
n

De telles operations ne sont pas toujours admissibles, car les
contraintes de positivite" doivent etre ve'rifie'es. Elles impliquent:

n

quel que soit i iU > S Ot (s)
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ou encore que: -̂ — < -
v n n

i

ce qui exprime qu'a tout moment la sommation de la valeur -probable
des risques ne peut depasser le pourcentage lineaire i/w du risque
global admis sur I'horizon total n.

II est rarement term compte d'une telle condition en pratique,
quoique les assureurs non life presentent en general a leur clientele
des contrats a prime constante. II nous semble int£ressant de
donner de (z) une autre interpretation.

Nous pouvons utiliser la formule ((3) pour calculer le surplus
a la fin du dernier exercice, done le montant math6matique de la
dette envers le 2e joueur, qui est a mettre au passif du bilan.

Posons i = i, j arbitraire; alors de ((3) on obtient:
in ^xOt + Vj

done V) = ;II — 2 Ot (cp)

Le surplus a la fin d'un exercice quelconque est la difference entre
la valeur des primes payees et le cumul des valeurs probables des
risques couverts.

Si nous exprimons que ce surplus doit etre non negatif nous
retrouvons (e).

La formule (cp) est Interpretation retrospective du surplus. Si
on part ((3) en posant j = n, on obtient I'interpr6tation retrospective
de ce meme surplus (formule bien connue de la reserve en assu-
rance Vie).

d) Il'convient de revenir sur les r^sultats obtenus ci-dessus. On se
trouve en fait devant une alternative:

di) ou bien on admet la contrainte de la surcouverture; dans
ces conditions:
1) la prime peut etre querable.
2) il faut mettre au bilan des surplus mathe'matiques.
3) eventuellement, contrairement aux regies d'usage, exiger

une prime constante payable pendant un nombre d'anne"es
infe"rieur a la duree du contrat (comme pour les assurances
de solde restant du en assurance Vie).
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d2) ou bien on accepte le principe de sous- couverture; dans ces
conditions, il faut que:

1) la prime soit portable, done payable avec contrainte
tegale

2) en toute logique, au bilan doit intervenir une dette ma-
the'matique vis-a-vis de l'assureur, dette a evaluer par
les methodes precises indiquees ci-dessus.

II est essentiel que l'actuaire soit conscient de ces resultats.
Certaines regies de comportement acquises dans le domaine Vie
sont en fait d'application dans le domaine non life; on ne s'en est
peut-etre pas soucie', mais a tort.

4. La methode de resolution pour les operations conditionnelles-

1) Le probleme

Le paragraphe precedent suppose que rien ne met fin au contrat
pendant toute sa dure~e n.

Une operation actuarielle conditionnelle introduit une clause
suppl^mentaire qui met fin au contrat si un certain evenement se
produit.

En particulier, le souci de l'assureur ou du reassureur augmente
avec le nombre des sinistres qu'il constate dans un ensemble
determine de contrats qu'il assure. II peut, bien sur, limiter le
montant total de ses interventions (me'thode d'excess of loss et de
stop loss, l'introduction d'une franchise). Cela revient a modifier
la valeur des sommes Cjc assurees. Mais l'operation garde son
caractere inconditionnel.

Une autre modalite consiste a prevoir I'annulation automatique du
contrat des qu'il est constate que le nombre des accidents depasse une
certaine limite.

Une telle clause modifie la valeur du contrat et la technologie
du § 2 n'est plus utilisable. II est utile que nous reprenions la m@me
me'thodologie pour trouver automatiquement ce que nous avons
a corriger.

2) La re la t ion fondamenta le de recurrence

Pour fixer les ide"es, nous supposerons que le contrat prend fin
automatiquement si le nombre d'accidents relatifs a l'exercice
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d^passe le nombre Xo fix£ d'avance. Le nombre Xo sera appel6 le
,,niveau critique" du contrat conditionnel.

Nous utilisons la m&me me"thode qu'au § 2, pour e"tablir la forme
sp&iale la relation de recurrence fondamentale.

En ce qui concerne le premier joueur, rien n'est change'.
En ce qui concerne le second joueur:

— la valeur probable des engagements Ot en cas d'accidents n'est
pas altere'e, puisque l'assureur admet le d^dommagement total
aussi longtemps qu'il n'est pas mis fin au contrat.

— par contre le surplus est a constituer fin d'exercice si et unique-
ment si le niveau critique Xo n'est pas atteint.

Nous designerons par S{ la probability de ne pas atteindre le
niveau pendant l'exercice i.

Dans ces conditions, le principe d'e'quite' relative exige que:

Vx_x + Ilt = Ot + SiVi («*)

Telle est la formule particuliere acquise par la relation de recur-
rence (c'est la structure connue en Vie).

3) Developpement de l ' a lgor i thme de calcul

La formule de base est modifie'e et du coup on est oblige d'utiliser
la technologie bien connue de l'assurance Vie.

N o t o n s : t% = S1S2. . . Sj

ti repr&ente la probability pour que le contrat global survive i
annees apres sa conclusion.

En multipliant (a*) par ^ . 1 , on obtient la relation relative a
l'exercice i

et par sommation sur 1'ensemble des exercices

U-ivi-i + *tk [nk-ok] = tjVj (p*)

relation qui lie deux surplus math6matiques quelconques, en fonc-
tion des obligations des parties au cours de l'intervalle de temps
consid6re\

En particulier, les conditions aux limites n'6tant pas change"es,
la relation permettant le calcul des primes devient:
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L'analogie avec l'assurance Vie est complete. Elle est d'autant
plus que Ton retrouve les formules connues pour le calcul des surplus
mathe'matiques.

Le premier terme represente la prime unique des obligations de
l'assureur pour la peViode restant a courir; le second terme, la valeur
probable des versements a effectuer par l'ensemble de contrats
au cours de la meme periode.

CONCLUSIONS

Cet article a une tres large porte"e tant theorique que pratique.
II indique comment il est possible d'envisager une synthese reelle
entre le domaine viager et le domaine non life. Ceci nous semble une
se"rieuse avance, mais elle exige, de la part des actuaires, une fa<jon
particuliere de penser, 1'attention etant portee sur la notion de
structure.

Meme les operations viageres sociales et collectives appartiennent
au domaine des operations actuarielles gene'ralisees.

Par voie de consequence, les methodes classiques du domaine
viager se trouvent, apres adaptation, prolongees dans le domaine
non viager. Ceci justifie, mutatis mutandis, dans ce domaine non
life l'introduction de nombreuses me'thodes acquises pour le calcul
des primes et des reserves (classiques ou sur ordinateur).

Mais cette extension ne termine pas la theorie des operations
non life. Car elle laisse de cote le probleme des fluctuations par
rapport aux valeurs moyennes. Ces dernieres seules sont prises en
consideration dans cette note.

II convient done de completer la theorie exposee ci-dessus par
une theorie constructive du risque, ou effectivement des algorithmes
de calcul permettront de chiffrer, sur ordinateur, l'audace que le
comportement d'un assureur implique. Cet objectif est peut-etre
un d6fi lance au monde des actuaires. Mais il merite d'etre releve.
La solution est, nous I'esp6rons, pas aussi eloignee qu'on le pense.
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