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ANNEAUX DE BEZOUT, HERMITE ET
KAPLANSKY “UNIVERSELS”

PAR
PHILIPPE CARBONNE

RESUME. Les anneaux de Kaplansky sont aussi connus sous le
nom d’anneaux a diviseurs élémentaires.

On construit pour un cardinal donné un anneau de Bezout (resp.
Hermite, resp. Kaplansky) tel que tout anneau de méme cardinal de
la méme classe soit un quotient de I'anneau construit.

Comme application on montre que Pon a ainsi des contre-
exemples nouveaux a deux problémes classiques. On réduit aussi un
troisiéme probléme, posé par Kaplansky, sans arriver a le résoudre.

Introduction. Le but de cet article est de construire, pour chaque cardinal, des
anneaux de Bezout, Hermite et Kaplansky “universels”. Ils sont “universels” en
ce sens que tout anneau de la méme classe et de méme cardinalité est un
quotient de ’anneau que nous construisons. Nous verrons, en application, que
nous obtenons de nouveaux contre-exemples a des problemes naturels.

Les anneaux envisagés sont commutatifs et unitaires.

Un anneau A est dit de Bezout si, pour tout a et tout b appartenant a A, il existe
d, u, v, s et tdans A, tels que :

d = au + bv
a=sd
b=1td

i.e.:dA = ad + bA.

Un anneau d’Hermite A est caractérisé par la propriété que pour tout a et tout b
appartenant a A, il existe d, u, v, s et t dans A, tels que :

1 = us + vt
a = sd
b =1td

Les anneaux de Kaplansky ont été introduits dans [1] sous le nom d’anneaux a
diviseurs élémentaires comme les anneaux possédant une propriété de réduction
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des matrices.
Il est prouvé dans [4] le résultat suivant :

ProposITION 1.

Un anneau de Kaplansky est un anneau d’Hermite possédant la propriété
suivante — qui sera dite : “propriété K — :

Pour tout triplet (a, b, c) d’éléments de A tel que :

aA + bA + cA = A,
is existe q et r, dans A, tels que :
qaAd + (gb + rc)A = A.

Il est clair que les classes respectives des anneaux de Bezout, d’Hermite et de
Kaplansky sont stables par passage au quotient par un idéal. (Pour les anneaux
de Kaplansky cela résulte de leur définition telle qu’elle est donnée dans [1]).
Signalons par ailleurs que les anneaux de Kaplansky se caractérisent aussi par
la propriété suivante :

Tout module de présentation finie est somme directe de modules monogenes. ( [6]

th. 3.8. p. 241).

I. Construction simultanée d’un anneau de Bezout et d’un anneau d’Hermite
(dénombrables) “universels”.

I.1. A est un anneau dénombrable. Je définis ’anneau :
oW(A) = A[D, 4, Uy p Voo Sup Tipliasyea?

puis, par récurrence a partir de ¢’(4) = A, on pose : ¢"(4) = ¢[¢" '(4) ] pour
n = 1. On introduit alors deux idéaux de ¢"(4) :

In(A) = (Da,b - al]a,b - bI{:,b’ a — Sa,bDa,b’ b — 7:1,1)Du,l>)(a,h)G(cp""’'(A))z
et :
J(A) = — UpSp = VipLopa = S pDyps b — LDy pasye )y

ceci pour n = 1. Par convention I(4) = Jy(4) = (0).
On définit ensuite : B(A4) = U, N ¢"(4) et I(4) et J(A) désignent les idéaux
de B(A) respectivement engendrés par U, o [,(4) et U, cn J,(4).

PROPOSITION 2.
Ab = B )/,( 4y est un anneau de Bezout dénombrable.
Al = B )/J( 4) est un anneau d’Hermite dénombrable.

PREUVE. 4 étant dénombrable, A” et A" 1e sont aussi.
Deux éléments quelconques / et m de A’ admettent des représentants L et M
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dans B(A). 1l existe n tel que L et M sont dans ¢"(A4). Mais alors :
DL,M - LUL,M - M VL,M’ L - SL,MDL,M’ M — TL.MDL,M

sont dans I, ,(4), donc dans I(4). Par suite, en prenant les classes mo-
dulo I(A4) :
EL,M - IUL,M - mVL‘M =0
I = §L,M' 5L,M =0
m = TL,M' D—L,M =0,
q.e.d.

On procéde de méme pour A"

REMARQUE 1.
La méme construction est possible, mutatis mutandi, pour des anneaux de
cardinalité quelconque.

I.2. Nous allons étudier maintenant le prolongement des homomorphismes
surjectifs.

LEMME 1.

Un homomorphisme w surjectif de A sur un autre anneau dénombrable A’ se
prolonge en un homomorphisme surjectif, encore noté w, de ¢(A) sur ¢(A’) et
tel que :

WIy(4)) € I(4')
W(J\(4)) € Jy(A).

PREUVE. Soit (a, b) € A? et soient @’ = w(a) et b’ = w(b). Nous posons
alors : w(M,,) = Wy pour W=D, UV,S,T.

ProrosiTION 3.
Tout homomorphisme surjectif de A sur A’ nous donne de fagon naturelle un
homomorphisme surjectif de A® sur A" et un homomorphisme surjectif de A*
k
sur A™".

En effet par le lemme 1 on définit, de proche en proche, un homomorphisme w
surjectif de ¢"(4) sur ¢"(4’), donc de B(A4) sur B(4’).
En remarquant que :

1,(4) = L(¢" (1)), et que : J,(4) = Jy(¢" (1)),
on obtient :
w(],,(A)) - I,,(A’), et : wJ,,(A)) - J”(A'),

pour tout n.
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D’ou :
w(I(A4)) C I(A'), et: w(J(4)) C J(A').
On termine en passant au quotient.

ProrosITION 4.
Si A est un anneau de Bezout (resp. d’Hermite), il existe un homomorphisme
surjectif de A” (resp. de A" sur A.

PREUVE. Soit 4 un anneau de Bezout (resp. d’Hermite) dénombrable et p un
homomorphisme surjectif d’'un anneau A’, dénombrable, sur A.

Alors p se prolonge en un homomorphisme p surjectif de ¢(A4’) sur 4,
s’annulant sur /,(4") (resp. sur J,(4") ).

En effet soit (a/, ') € A%. Alors : a = p(d’) et b = p(b’) sont dans A. Il existe

Ay Uy Vs Sape 1, dans A4 tels que :

du,b = au,;, + bva,b (resp. 1 = uy 48,5 T Vaslas)
a= Sa,bda.h
b = ta.hda.h

Je pose :

oM, ) = w,,pour: W =D, UV, SetT,et: w =d, u v, seti

respeciivement.
Prenant 4" = A et définissant, par récurrence a partir de p, = id,, p, (pour
n = 1) par: p, = p,_,, on obtient un homomorphisme p surjectif de B(A4)

sur A. (Par définition de p, sa restriction a ¢"(4) est p,). p s’annule sur /(4)
(resp. J(A4) ). Le passage au quotient par cet idéal donne le résultat.

THEOREME 1.
Tout anneau de Bezout (resp. d’Hermite) dénombrable est quotient de I’anneau
de Bezout (resp. d’Hermite) dénombrable :

B=17[Xy....X, .. 1V (esp. H=Z[X,....X,,...1".

n

Réciproquement, tout quotient de B (resp. de H) est un anneau de Bezout (resp.
d’Hermite) dénombrable.

En effet si 4 est un anneau de Bezout (resp. Hermite) dénombrable, il existe un
homomorphisme surjectif de Z[ X, ..., X,,...] sur A. Les propositions 3 et 4
donnent alors le résultat. La réciproque résulte de la proposition 2.

II. Construction simultanée d’un anneau d’Hermite et d’un anneau de
Kaplansky (dénombrables) “universels”.

II.1. A étant un anneau dénombrable et 7 un idéal de A4, je pose :

Ny ={(@b.c)e€ Aad + bA + cA + o, = A}.
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Je définis alors les anneaux :

V() = AlQupe> Ruper Yot Zabdabren,
et:
O(4) = ¢(¥(A4)); ¢ est défini dans la partie L.
G(A) est I'idéal de ©(A4) engendré par les polynomes :

_ . . . 2
V=800 = Tdhow P = 5400 4 = T yDyqp POUT (P, q) € (¥(A))".

F(A) est l'idéal de ®(A4) engendré par G(4A) et tous les polyndémes :
1 —aQ,p Yope = 0Qupe + Ry )Z,p» POUT tous les (a, b, c) de N,;. Par
construction : G(4) € F(A4).
De proche en proche on définit les anneaux 4, (n € N) et les idéaux &7
par:
Ay = A, o, = (0); 4, = ©"(A), pour: n = 1, et 7/, est I'idéal engendré
par: U, _, F(4,,), pour: n = 1.
On note: C(4) = U,y 4,, L(A) l'idéal de C(A4) engendré par: U, n
G(A4,) et K(4) I'idéal de C(4) engendré par : U,cn F(4,).
ProPOSITION 5.
A = c“ )/L( 4) est un anneau d’Hermite dénombrable.
gk = )/K( 4) est un anneau de Kaplansky dénombrable.

PREUVE. A étant dénombrable, A" et A¥ 1e sont aussi. A" et A* sont des
anneaux d’Hermite en vertu du raisonnement fait dans la partie L.

Soient a, B, vy des éléments de AX tels que : adk + ,BAk + yAk = A¥. Notons
a, b, ¢ des représentants respectifs dans C(4). 1l existe alors e, f et g dans C(A4)
et h dans K(A4), tels que :

ea + fb+ gc + h = 1.
Il existe n tel que a, b, c, e, f, g sont dans A, et h dans &Z,". D’ou :
ad, + bA, + cA, + & = A, Donc: (a,b,c) € N, .
1 —aQ,p Yope = bQup. + Ry p)Z,4. €5t dans F(A,) et donc dans K(A4).
En passant au quotient, nous avons :

1 - aQa,b,cz,b.c - (BQa,b.c + Yﬁa,b,c)za.h.c = 0’ dans Ak'

REMARQUE 2.
Ici aussi la méme construction est possible, mutatis mutandi, pour des anneaux
de cardinalité quelconque.

I1.2. Nous allons étudier ici aussi le prolongement des homomorphismes
surjectifs.
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LEMME 2.

A et A’ sont deux anneaux dénombrables; < et s, deux idéaux de A et A’
respectivement.

w est un homomorphisme surjectif de A sur A’, tel que :

W) C .

Alors : (w X @ X w)(Ny) C Ny et il existe un homomorphisme surjectif, encore
noté w, qui prolonge w de : A) = O(A) sur A} = O(A’), et tel que : W ) C
et : w(G(A)) € GA).

PREUVE. Soit: (a, b, ¢) € N,. Il existe e, f, g dans A4 et h dans
tels que :

ea + fb+ gc+h =1
En notant: // = w(l), pour: [/ = a, b, ¢, e, [, g et h, il vient :
ea + f'b + g+ h o= 1.
K’ est dans w(%Z) et donc dans .. Par suite : (a/, &', ¢) € N,. w se prolonge
alors en un homomorphisme surjectif de ¥(4) sur ¥(A4’) en posant :

oW, p0) = Wy onpour W= Q, R, YetZ

Pour (p, q) € (¥(A4) )2 notons p’ = w(p) et ¢ = w(q) et posons : w(W, ) =
I/I{,,.q,, pour W =D, U, V,SetT.

w est ainsi prolongé en un homomorphisme surjectif de @(4) sur O(4’). 11 est
clair que :
W(F(4)) ¢ F(A'), ie.: o) C o ;

et :
W(G(A4)) C GA).

PROPOSITION 6.
Tout homomorphisme surjectif de A sur A’ nous donne de facon naturelle un
homomorphisme surjectif de A" sur A et un homomorphisme surjectif de A*
k
sur A™.

En effet par le lemme 2 partant de 4y = 4 et & = (0), et de Ay = A" et
MA() = (0), on peut alors définir de proche en proche un homomorphisme w
surjectif de 4, sur A, tel que :

(w X w X w)(Ny ) €Ny (pour:n = 1).
w(&@”) C (pour : n = 0).
w(G(4,)) € G4)) (pour : n = 0).
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On a ainsi un homomorphisme w surjectif de C(4) sur C(4’), tel que :
Ww(K(A4)) C K(A"), et : w(L(4)) C L(4").
On termine en passant au quotient.

ProrosITION 7.
Si A est un anneau de Kaplansky (resp. d’Hermite), il existe un homomorphisme

surjectif de A* (resp. de A" sur A.

PREUVE.
1) Soit A un anneau de Kaplansky dénombrable et p un homomorphisme

surjectif d’'un anneau 4’ dénombrable sur 4.
&, est un idéal de A4’, tel que : p(eZ,) = (0).
Alors p se prolonge en p sugjectif de 4] = ©(A4’) sur A et s’annulant sur
oy,
En effet soit : (a’, b’, ¢’) € Ny. Posons : p(a’) = a, p(b’) = b, p(c’) = c.
Comme :
adA’ + VA + A + o, = A,
nous avons :
aAd + bA + cA = A.

A est un anneau de Kaplansky et donc il existe q,, p, .» 7, p.cs Vup o € Z4p» dans 4,
tels que :

*) a4upape T Oape t Tapape = 1-
Posons :
Wy ) = Wyppour: W= Q, R, YetZ,
et:w = g, r, y et z, respectivement.
p est une surjection de ¥(4’) sur A4.
Soit (¢, f/) € (¥(4’)), alors e = (') et £ = p(f’) sont dans I'anneau
d’Hermite A. Donc il existe d, ¢, u, 1, V. 1, S r €t 1, 7, dans A tels que :
L=, r5, 7t Vesles
**) e = Se,fde,f
f=t.d.y

Posons : p(W, ;) = w, s, pour: W =D, U, V, S et T
et:w =d, u, v, s ett, respectivement.
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p est alors un homomorphisme surjectif de 4] = ©(A’) sur 4. D’aprés les
relations (*) et (**), p s’annule sur Jz{,l.

2) A est maintenant un anneau d’Hermite dénombrable, p est un homomor-
phisme surjectif d’'un anneau dénombrable A’ sur 4. .27, est un idéal de 4’. Alors
p se prolonge en un homomorphisme p surjectif de 4] = ©(A4’) sur A et
s’annulant sur G(A4').

En effet soit : (a/, ¥, ¢’) € N,.. On pose :
5(”{1’,/}’.(") = 0, pour : W= Q’ R Y, Z

p est alors un homomorphisme surjectif de ¥(4’) sur 4. Puis on prolonge p a
©(A’) suivant le méme procédé qu’au point 1). p s’annule sur G(A4’) en raison
des relations (**).

3) Prenons A" = A, ol A est un anneau de Kaplansky (resp. d’Hermite)
et définissons, par récurrence pour n = 1, par 1) (resp. par 2)), p,, = p,—,
partir de :

On obtient un homomorphisme p surjectif de C(A4) sur A, dont la restriction a
A, est p,. p s’annule sur K(A4) (resp. L(A4)).

Un passage au quotient alors le résultat de la proposition 7.

THEOREME 2.

La classe des anneaux de Kaplansky (resp. d’Hermite) dénombrables, coincide
avec la classe des anneaux quotients de I'anneau de Kaplansky (resp. d’Hermite)
dénombrable :

K=12ZXy....X,.. 1 (esp. H = Z[X,,.... X,....]").

n

La démonstration est la méme que celle du théoréme 1 en utilisant cette fois-ci les
propositions 6 et 7.

REMARQUE 3.
On peut se demander si H et H’ sont isomorphes. On sait déja que chacun
d’eux est isomorphe 4 un quotient de ’autre.

I11. Exemple d’utilisation des constructions faites :

II1.1. 11 est bien évident que tout anneau de Bezout tel que tout diviseur de zéro
appartienne au radical (en particulier tout anneau de Bezout intégre) est un anneau
d’Hermite.

Le premier probléeme qui se pose est de savoir si tout anneau de Bezout est un
anneau d’Hermite. La réponse est négative ( [5] Exemple 3.4. p. 378).

Le deuxieme probléme qui se pose est de savoir si tout anneau d’Hermite est

https://doi.org/10.4153/CMB-1987-068-0 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1987-068-0

1987) ANNEAUX DE KAPLANSKY 469

un anneau de Kaplansky (i.e. : posséde la “propriété K”’). La réponse est aussi
négative ( [S] Exemple 4.11, p. 382).

Kaplansky a posé un troisiéme probléme qui reste ouvert: tout anneau
d’Hermite (i.e. de Bezout sous ces hypothéses) tel que tout diviseur de zéro est
dans le radical (ou, plus restrictivement, tout anneau d’Hermite intégre) est-il
un anneau de Kaplansky?

III.2. Le lemme ci-dessous permet de réduire ces problémes au cas
dénombrable.

LEMME 3.

Etant donnés a, b, ¢, appartenant d un anneau R de Bezout (resp. d’Hermite), il
existe un sous-anneau R* de Bezout (resp. d’Hermite) dénombrable et contenant
a, betc

1) PREUVE (pour R de Bezout).

Soit a, b, c dans R. Notons R, le sous-anneau, dénombrable, engendré par
a, b et c. A tout couple d’éléments («a, B) de R, correspondent cinq éléments
d

o Xap Vap Yap Va8 tels que :

da,ﬂ = aua’B + Bva,ﬁ
« = dypXep
B =dupyap

Soit R, le sous-anneau engendré par R, et 'ensemble de ces cinq éléments
pour tous les couples («, 8) de R,. R, est aussi dénombrable. On itére le procédé
et on obtient ainsi R,(n = 1). Il est bien clair que :

R* = U R, répond a la question.

n=1
2) La construction est analogue si R est un anneau d’Hermite.
I11.3. Réduction.

1) La solution du premier probléme dans le cas des anneaux dénombrables
donne donc la solution générale de ce probléme.

2) Il en est de méme pour le deuxiéme probléme car une relation :
qau + (gb + rc)v = 1, avec : g, r, u et v dans R*,
entraine : gaR + (¢b + rc)R = R.

3) Le méme argument est valable pour le probléeme de Kaplansky car si R est
intégre : R* est aussi intégre.

4) Pour réduire de méme le troisiéme probléme (sous I’hypothese plus
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générale que tout diviseur de O de R appartient au radical de R), on emploie le
méme argument aprés avoir remplacé R* par R, anneau d’Hermite dénombra-
ble, obtenu ainsi :
0 0
R"= U R,.
n=l1
R(l) est ’anneau engendré par R, et les inverses, dans R, des éléments de R,
inversibles dans R.

RY est obtenu en itérant ce double procédé d’extension. Il est immédiat
que :

(Rad R) N R® = Rad R°.

I11.4. ProrosITION 8.

L’anneau B est un anneau de Bezout qui n’est pas un anneau d’Hermite.
Les anneaux H et H' sont des anneaux d’Hermite qui ne sont pas des anneaux de
Kaplansky.

Cela résulte aussitot des théoremes 1 et 2 et des réductions de I11.3, compte tenu
des résultats rappelés en II1.1.

REMARQUES.

1) On peut dire de plus que les diviseurs de zéro de B n’appartiennent pas au
radical de B (et a fortiori que B n’est pas intégre).

2) On voit sans mal que les anneaux B, H, H' et K ne sont pas intégres.

3) Nous terminerons en disant que 'introduction de ces anneaux ne semble
pas décisive pour résoudre le probleme de Kaplansky.
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