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Sur les algèbres de Lie associées à une
connexion

Princy Randriambololondrantomalala, H. S. G. Ravelonirina
et F. M. Anona

Abstract. Let Γ be a connection on a smoothmanifoldM. In this paper we give some properties of Γ
by studying the corresponding Lie algebras. In particular, we compute the ûrst Chevalley–Eilenberg
cohomology space of the horizontal vector ûelds Lie algebra on the tangent bundle ofM, whose the
corresponding Lie derivative of Γ is null, and of the horizontal nullity curvature space.

Résumé. Etant donné une connexion Γ sur une variété diòérentiable M, dans ce papier on se pro-
pose de donner quelques propriétés de Γ en étudiant les algèbres de Lie associées à cette connexion.
En particulier, on calcule le premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg de la partie ho-
rizontale de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur le ûbré tangent de M dont la dérivée de Lie
correspondante de Γ est nulle, et de l’espace de nullité horizontal de la courbure.

1 Introduction

Nous avons étudié dans [1–3] certains types de sous-algèbres de Lie de champs de vec-
teurs sur une variété diòérentiable M de classe C∞. Dans ce papier, nous proposons
quelques propriétés d’une connexion sur M en étudiant certaines algèbres de Lie qui
lui sont attachées.

Soit Γ une structure presque-produit sur le ûbré tangentTM, où Γ2 est égal à l’iden-
tité. Cette structure est une connexion au sens de Grifone déûnie sur M, cf. [5]. La
donnée d’une telle connexion réalise une décomposition de TTM du ûbré tangent
de TM en une somme directe d’espace horizontal h(TM) et d’espace vertical v(TM),
où h et v sont respectivement le projecteur horizontal et le projecteur vertical de la
connexion correspondant à la valeur propre respective 1 et −1. Soient TM le ûbré tan-
gent TM privé de la section nulle, et R la courbure de Γ. On s’interesse à l’algèbre de
LieAΓ des champs de vecteurs sur TM dont la dérivée de Lie correspondante de Γ est
nulle, cf. [6], et à l’algèbre de Lie de l’espace de nullité horizontal de la courbureNh

R . On
étudie le premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg de l’espace de nullité
horizontal de la courbure. On donne quelques propriétés de la connexion à partir du
normalisateur de Nh

R et à partir de l’espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg
de AΓ . En eòet, on peut appliquer un résultat dans [2] pour le calcul cohomologique
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de l’espace de nullité horizontal. En utilisant certaines propriétés d’une distribution
de classe C∞, on trouve que la partie horizontale du normalisateur de Nh

R est égale
àNh

R si et seulement si la connexion est plate. L’isomorphisme (en tant que module)
entre le premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg de Nh

R et la partie
verticale du normalisateur deNh

R dans χ(TM) est équivalente à la nullité de la cour-
bure. L’intersection de AΓ avec l’espace de nullité de la courbure NR est un produit
direct de l’algèbre de Lie Ah

Γ des champs de AΓ dans l’espace horizontal et de l’algèbre
de Lie Av

Γ des champs de AΓ dans l’espace vertical. En particulier, l’algèbre de Lie Ah
Γ

coïncide à l’intersection de la distribution NR avec l’ensemble des champs horizon-
taux projetables. Compte tenu du fait que Ah

Γ est une distribution involutive de M,
les résultats de [2] s’appliquent à Ah

Γ . Ainsi, l’idéal dérivé de Ah
Γ est A

h
Γ lui-même. Si

pour tout x ∈ TM, il existe X ∈ Ah
Γ tel que X(x) ≠ 0, alors le centre de Ah

Γ est ré-
duit à zéro. Alors le premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg de Ah

Γ
(resp. du normalisateur quotienté avec le centralisateur de Ah

Γ dans χ(TM)) est égal
au quotient de ce normalisateur avec Ah

Γ (resp. à {0}). Par ailleurs, on trouve qu’un
champ de vecteurs est un élément de AΓ si et seulement s’il laisse invariant les sous-
espaces propres correspondants aux valeurs propres de Γ. La partie verticale Av

Γ est
le centralisateur de l’algèbre de Lie engendré par tous les champs horizontaux et pro-
jetables. On en tire que le premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg
de l’algèbre de Lie AΓ ∩NR est le produit direct des premiers espaces de cohomolo-
gie de Chevalley–Eilenberg de Ah

Γ et de A
v
Γ . Cet espace de cohomologie est nul si et

seulement si la connexion est plate. De même, on a l’équivalence entre la nullité de la
courbure et la nullité de la partie verticale du centralisateur de Av

Γ dans χ(TM).

2 Préliminaires

Dans toute la suite, M est une variété diòérentiable de dimension n, TM est le ûbré
tangent de M. On note TM le ûbré TM privé de la section nulle. Tous les objets uti-
lisés sont supposés C∞ sur M ou sur TM, sauf mention expresse. L’ensemble χ(M)

(resp. χ(TM)) désigne l’algèbre de Lie des champs de vecteurs sur M (resp. sur TM)
avec le crochet habituel de champs de vecteurs. On notera dans la suite par ≅ un iso-
morphisme d’algèbres de Lie.

Un sous-ensemble S de χ(M) (resp. χ(TM)) vériûant (H) signiûe que pour tout
x ∈ M (resp. x ∈ TM), il existe X ∈ S tel que X(x) ≠ 0. Une distribution sur M
(resp. sur TM) est un F(M)-sous-module de χ(M) (resp. F(TM)-sous-module de
χ(TM)). On adopte la convention d’Einstein sur la sommation d’indices, sauf men-
tion expresse.

Déûnition 2.1 On a une suite exacte de ûbrés vectoriels sur TM, cf. [5] :

0→ π∗(TM)
i
Ð→ TTM

j
Ð→ π∗(TM) → 0,

où π∶TM → M la projection du ûbré tangent à M ; P∶TTM → TM la projection du
ûbré tangent à TM, i : l’injection naturelle ; j = (P, π∗) où π∗ est l’application linéaire
tangente de π. L’application J = i ○ j est la structure tangente sur TM.

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2


694 P. Randriambololondrantomalala, H. S. G. Ravelonirina et F. M. Anona

Déûnition 2.2 On appelle connexion au sens de Grifone sur M, cf. [5], une 1-forme
vectorielle Γ de TM, C∞ sur TM − {0} telle que JΓ = J, ΓJ = −J.

On a l’égalité Γ2 = I où I est l’application identité de χ(TM) et Γ a deux valeurs
propres 1 et −1. La connexion ainsi déûnie est une structure presque-produit sur TM.
Le projecteur horizontal (resp. le projecteur vertical) de Γ est déûni par h = 1

2 (I + Γ)
(resp. par v = 1

2 (I − Γ)).
Une connexion Γ permet d’obtenir une décomposition de TTM, le ûbré tangent

de TM, en somme d’espaces horizontal et vertical :

TTM = H(TM) ⊕ V(TM)

avec

H(TM) = Im(h) = Ker(v) et V(TM) = Im(v) = Ker(h).

Dans tout ce qui suit, Γ est une connexion au sens de Grifone.

Déûnition 2.3 La courbure de la connexion Γ est déûnie par la 2-forme vectorielle
R = − 1

2 [h, h] où
1
2
[h, h](X ,Y) = [hX , hY] + h[X ,Y] − h[hX ,Y] − h[X , hY], ∀X ,Y ∈ χ(TM).

En coordonnées locales (x i , y j) de TM, Γ s’écrit dx i ⊗ ∂
∂x i −2Γ j

i dx
i ⊗ ∂

∂y j −dy i ⊗ ∂
∂y i ,

cf. [5] :

R =
1
2
R i

jkdx
j
∧ dxk

⊗
∂

∂y i où R i
jk =

∂Γ i
k

∂x j −
∂Γ i

j

∂xk + Γ l
k

∂Γ i
j

∂y l − Γ l
j
∂Γ i

k

∂y l .

L’espace de nullité de la courbure de Γ est

NR = {X ∈ χ(TM) tel que R(X ,Y) = 0,∀Y ∈ χ(TM)}.

L’espaceNR est une distribution de TM. Comme la courbure R est semi-basique,
l’espace vertical est inclus dansNR . En général, l’espace de nullitéNR n’est pas involutif,
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 2.4 Soient M = R3, (x i , y i)1≤i≤3 le système de coordonnées dans TR3

et Γ une connexion linéaire au sens de Grifone telle que Γ1
1 = x2 y3, Γ1

3 = x 1 y2, et les
autres nuls. Les coeõcients de la courbure R sont R1

2,1 = y3, R1
3,1 = −y

2, et les autres
nuls.

L’espace de nullité de la courbureNR est

NR(y3
≠ 0) = {

y2

y3 X
3 ∂
∂x2 + X3 ∂

∂x3 + Y i ∂
∂y i }

et

NR(y3
= 0) = {( y2 ∂X3

∂y3
∂

∂x2 + X3 ∂
∂x3 + Y i ∂

∂y i )(y
3
= 0)} ,

où les X i et Y i sont des fonctions C∞ de R3. Le crochet de champs de l’espace de
nullité ∂

∂y2 et y
2 ∂
∂x2 + y3 ∂

∂x3 est ∂
∂x2 , n’appartenant pas àNR .
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Remarque 2.5 Si n = 1, compte tenu de l’antisymétrie de la courbure, la connexion
est trivialement plate. De même, si n = 2 et si on suppose que Nh

R ≠ {0} alors la
connexion est plate.

En tenant compte de la remarque précédente, on suppose dans toute la suite que
n > 2.

3 Etude de quelques algèbres de Lie rattachées à l’espace horizontal

Déûnition 3.1 L’espace de nullité horizontal est déûni par Nh
R =NR ∩ h( χ(TM)) .

Dans [8], on a montré que cet espace de nullité horizontal est involutif. Ici, on
s’intéresse sur quelques algèbres de Lie qui sont liées àNh

R .

Proposition 3.2 S’il existe un sous-ensemble de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs
projetables engendrant la distribution Nh

R , alors NR est involutive.

Démonstration Comme les Nh
R et v( χ(TM)) sont des distributions involutives et

que le moduleNR =Nh
R ⊕ v( χ(TM)) , il suõt de vériûer que [Nh

R , v( χ(TM))] est
une partie deNR . C’est le cas, car cet ensemble est inclus dans v( χ(TM)) ⊂ NR par
le fait queNh

R soit engendré par des champs projetables.

Déûnition 3.3 Une dérivation D d’une R-algèbre de Lie A est une application R-
linéaire de A dans A telle que ∀X ,Y ∈ A, D[X ,Y] = [D(X),Y] + [X ,D(Y)].

Déûnition 3.4 On appelle premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg
d’une algèbre de Lie A, cf. [9], l’espace quotient H1(A) = Der(A)/ ad(A) où Der(A)
(resp. ad(A)) est l’ensemble des dérivations (resp. des dérivations intérieures) de A.

_éorème 3.5 L’idéal dérivé deNh
R coïncide àN

h
R . Si l’algèbre de LieN

h
R vériûe (H),

le centralisateur deNh
R est nul et, si on note NR le normalisateur deNh

R dans χ(TM),
alors

H1
(Nh

R) ≅ NR/N
h
R et H1

(NR) ≅ {0}.
La partie horizontale du normalisateur de Nh

R coïncide avec N
h
R si et seulement si la

connexion est plate.

Démonstration L’algèbre de Lie Nh
R est une distribution involutive de classe C∞

de TM, alors la première partie des résultats découlent directement de ceux de [2,
pp. 140–141].

Si la connexion est plate, alors il existe une structure de feuilletage régulier F de
dimension n sur TM, cf. [6, p. 6], telle queNh

R est égal à l’algèbre de Lie LF des champs
de vecteurs tangents au feuilletage. Le normalisateur de LF coïncide à l’algèbre de Lie
des champs inûnitésimaux deF. Ainsi, en utilisant la propriété du feuilletage, la partie
horizontale de ce normalisateur est Nh

R .
Rappelons qu’un point x d’une variété diòérentiable est un point régulier d’une

distribution ∆ s’il existe un voisinage de x tel que la restriction de ∆ sur ce voisinage
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est régulière (ou de rang constant). Réciproquement, on suppose que la connexion est
non plate. L’ensemble des points réguliers d’une distribution est un ouvert dense dans
la variété où elle est déûnie. Comme TM est localement connexe et la courbure est
non nulle, alors il existe un ensemble ouvert de TM où le rang de la distribution est
une constante 0 < k ≤ n − 2. Par suite, on peut trouver une carte adaptée de système
de coordonées (x i , y i) oùNh

R est {X
i ∂
∂x i }1≤i≤k . Ainsi, le normalisateur sur cette carte

contient l’ensemble des X j(x i , i ≠ 1, . . . , k; y l) ∂
∂x j k+1≤ j≤n+Y

j(x i , i ≠ 1, . . . , k; y l) ∂
∂y j .

Donc, X j0(x i , i ≠ 1, . . . , k; y l) ∂
∂x j0 − Γ j

j0X
j0 ∂

∂y j avec j0 ≥ k + 1 sont des éléments de
la partie horizontale du normalisateur de Nh

R dans cet ouvert. Par suite, h(NR) est
diòérente deNh

R .

En utilisant la décomposition de NR en une somme directe de modules h(NR)

et v(NR), on a le suivant.

Corollaire 3.6 La connexion est plate si et seulement si le premier espace de coho-
mologie de Chevalley–Eilenberg de Nh

R est isomorphe (en tant que module) à la partie
verticale du normalisateur deNh

R dans χ(TM).

Remarque 3.7 Il est à noter que la partie horizontale h(NR) du normalisateur
de Nh

R est diòérente de l’ensemble NR ∩ h( χ(TM)) . S’il existe une carte où Nh
R est

de rang k > 0 et Nh
R(Γ

j
j0) = {0} pour un k < j0 ≤ n et pour tout j, alors Γ est plate

si et seulement si NR ∩ h( χ(TM)) coïncide à Nh
R . La démonstration de cette der-

nière assertion est la même que celle de la deuxième partie du théorème 3.5 mais avec
quelques petites modiûcations.

Déûnition 3.8 On déûnit l’algèbre de LieAΓ = {X ∈ χ(TM) tel que [X , Γ] = 0} où
[X , Γ] = 0 veut dire que Γ[X ,Y] = [X , Γ(Y)] pour tout Y ∈ χ(TM). Localement, si
(x i)i=1,. . . ,2n sont les coordonnées naturelles sur TM, la connexion Γ = Γ j

i dx
i ⊗ ∂

∂x j ,
et X = X i ∂

∂x i appartient à AΓ si et seulement s’il satisfait le système de 4n2 équations
linéaires aux dérivées partielles, cf. [6] :

X i ∂Γ
j
k

∂x i − Γ j
i
∂X i

∂xk + Γ i
k
∂X j

∂x i = 0.

On essaie de déterminer les dérivations deAΓ dont on examinera particulièrement
par la suite sa partie horizontale.
Désignons par Ah

Γ l’ensemble {X ∈ AΓ tel que h(X) = X} et par Av
Γ celui des X

appartenant à AΓ tel que v(X) = X. En utilisant directement la déûnition 3.8, on a
AΓ = Ah . La proposition s’en suit.

Proposition 3.9 Tous les éléments de l’algèbre de Lie AΓ sont projetables.

Démonstration Soit X ∈ AΓ , d’après ce qui précède ∀Y ∈ χ(TM), on a l’égalité
[X , hY] = h[X ,Y]. Comme h est semi-basique, alors il s’annule sur l’espace vertical,
cf. [5] ; on obtient h[X , JY] = [X , hJY] = 0. Et par l’expression de J, J[X , JY] = 0
pour tout Y ∈ χ(TM). Alors X est projetable, cf. [6].
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Proposition 3.10 Les ensembles Ah
Γ et A

v
Γ sont des idéaux de AΓ ∩NR et de AΓ . Ces

idéaux forment un produit direct.

Démonstration Soient X ∈ Ah
Γ et Y ∈ AΓ , Γ[Y , X] = [Y , ΓX] = [Y , X]. Donc

[Y , X] ∈ Ah
Γ et A

h
Γ est un idéal de AΓ . Par ailleurs, Ah

Γ est contenu dans AΓ ∩NR . En
eòet, l’expression de R est

(3.1) R(X ,Y) = [ΓX , ΓY] − Γ[ΓX ,Y] + Γ2
[X ,Y] − Γ[X , ΓY], ∀Y ∈ χ(TM).

En utilisant Γ[X ,Y] = [X , ΓY], on a R(X ,Y) = 0. Ainsi, il est immédiat que l’algèbre
de Lie Ah

Γ est un idéal de AΓ ∩NR .
On raisonne de la même manière que précédemment pour Av

Γ .
Soient X ∈ Ah

Γ et Y ∈ Av
Γ , alors Γ[X ,Y] = [X , Γ(Y)] = [Γ(X),Y]. On en tire que

[X ,Y] = −[X ,Y], et [X ,Y] = 0. D’où le résultat.

Remarque 3.11 On peut même montrer que Ah
Γ est un idéal de tout sous-module

de AΓ qui le contient.

Proposition 3.12 On note par H0 l’ensemble des champs horizontaux projetables,
alors Ah

Γ = H0 ∩NR .

Démonstration D’après la proposition 3.9 et la proposition 3.10, on peut montrer
que Ah

Γ ⊂ H0 ∩NR .
Soit X ∈ H0∩NR , un champ X ∈NR signiûe d’après l’expression de R que [hX , h]−

h[X , h] = 0.Or le champ X est projetable alors [hX , h] = 0.Donc le champhorizontal
hX ∈ Ah = AΓ . Comme X est horizontal alors hX = X. Ainsi X ∈ Ah

Γ et H
0 ∩NR ⊂

Ah
Γ .

Remarque 3.13 On constate d’après la proposition 3.12 que l’idéal horizontalAh
Γ est

inclus dans l’espace de nullité horizontal, car il est l’intersection de l’espace de nullité
horizontal et de l’ensemble des champs de vecteurs projetables. En général, Ah

Γ n’est
pas un idéal de Nh

R . L’algèbre de Lie peut être réduit à zéro, c’est le cas de celui de
l’exemple 2.4.

Proposition 3.14 On suppose que l’algèbre de Lie Ah
Γ vériûe (H). On note par CΓ le

centralisateur de Ah
Γ dans χ(TM). Alors la partie horizontale de ce centralisateur est

nul et CΓ ∩AΓ = Av
Γ .

Démonstration Si X est dans ce centralisateur horizontal, alors [X ,Ah
Γ] = {0}.

D’après la proposition 3.12, l’algèbre de Lie Ah
Γ est un F(M)-module ; pour tout f ∈

F(M), [X , fAh
Γ] = X( f )Ah

Γ = {0}. Par suite, X( f ) = 0 car Ah
Γ vériûe (H). Le

champ X étant horizontal, alors X = 0. Par ailleurs, d’après ce qui précède, le centrali-
sateur deAh

Γ dansAΓ est inclus dans sa partie verticale Cv
Γ . Donc Cv

Γ ∩AΓ est contenu
dans Av

Γ car C
v
Γ est vertical. D’après la proposition 3.10, Av

Γ commute avec Ah
Γ , alors

Av
Γ ⊂ CΓ ∩AΓ = Cv

Γ ∩AΓ .
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Déûnition 3.15 Le relèvement complet de X ∈ χ(M) sur le ûbré TM est noté X̄. En
coordonnées locales sur TM, (x i , y j)1≤i , j≤n où X = X i ∂

∂x i , on a

X̄ = X i ∂
∂x i + y j ∂X i

∂x j
∂

∂y i avec i , j = 1, . . . , n.

Le relèvement complet d’une partie A de χ(M) est Ā = {X̄ tel que X ∈ A}.

Proposition 3.16 Soient l’application Π∶TM → M, le ûbré des vecteurs non nul tan-
gent à M et Π∗ son application tangente, l’algèbre de Lie Ah

Γ est isomorphe à Π∗(Ah
Γ).

Démonstration D’après la proposition 3.12, Π∗[Ah
Γ ,A

h
Γ] = [Π∗(Ah

Γ), Π∗(Ah
Γ)]. De

la relation [Ah
Γ ,A

h
Γ] ⊂ Ah

Γ , on a [Π∗(Ah
Γ), Π∗(Ah

Γ)] ⊂ Π∗(Ah
Γ).

En considérant l’application f ∶Π∗(Ah
Γ) → Π∗(Ah

Γ) avec f (X) = X̄, on peut véri-
ûer que f est bijective.

On a [X ,Y] = [X̄ , Ȳ]∀X ,Y ∈ Π∗(Ah
Γ), alors

[Π∗(Ah
Γ), Π∗(Ah

Γ)] = [Π∗(Ah
Γ), Π∗(Ah

Γ)].

Ce qui donne [Π∗(Ah
Γ), Π∗(Ah

Γ)] ⊂ Π∗(Ah
Γ). Et Π∗(Ah

Γ) est une algèbre de Lie, et
Π∗(Ah

Γ) est isomorphe à Π∗(Ah
Γ).

Par suite, soit la restriction de h suivante h∶Π∗(H0 ∩NR) → Ah
Γ . Il est facile

de montrer qu’elle est bien déûnie et surjective. On a de même Ker(h) = 0 sur
Π∗(H0 ∩NR). Donc cette restriction de h est bijective.

Le champ de vecteurs X̄ étant projetable ; d’après la preuve de la proposition 3.12
on a [hX̄ , h] = 0 et h[X̄ , Ȳ] = h[X̄ , hȲ] pour tout Ȳ ∈ χ(M). Ainsi R s’écrit

R(X̄ , Ȳ) = [hX̄ , hȲ] − h[X̄ , hȲ] = [hX̄ , hȲ] − h[X̄ , Ȳ].

Si X̄ , Ȳ ∈ Π∗(Ah
Γ), d’après ce qui précède hX̄ , hȲ ∈ Ah

Γ . Par conséquent, R(X̄ , Ȳ) est
horizontal. Comme R est semi-basique alors R(X̄ , Ȳ) = 0 et h[X̄ , Ȳ] = [hX̄ , hȲ].

On démontre alors que Π∗(Ah
Γ) est isomorphe à Ah

Γ en considérant l’application
h ○ f .

Proposition 3.17 On note parNΓ le normalisateur deAh
Γ dans χ(TM). On a désigné

par Cv
Γ l’ensemble CΓ ∩ v( χ(TM)) , on obtient NΓ = h(NΓ) ⊕ Cv

Γ en tant que module.

Démonstration Soient X1 ∈ Ah
Γ et Y ∈ NΓ . En décomposant Y sur les sous-espaces

propres de Γ, on a Y = Y 1 + Y 2 avec Y 1 ∈ h( χ(TM)) , Y 2 ∈ v( χ(TM)) . Donc on
obtient que [Y 1 , X1] + [Y 2 , X1] appartient Ah

Γ . Par ailleurs, les égalités suivantes sont
obtenues en utilisant directement la déûnition du champ de vecteurs X1,

Γ[Y 1 , X1
] = [ΓY 1 , X1

] = [Y 1 , X1
]

et
Γ[Y 2 , X1

] = [ΓY 2 , X1
] = −[Y 2 , X1

].
On en déduit que

(3.2) Γ([Y 1 , X1
] + [Y 2 , X1

]) = [Y 1 , X1
] − [Y 2 , X1

] ∈ Ah
Γ .

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2


Sur les algèbres de Lie associées à une connexion 699

Alors les [Y 1 , X1] et [Y 2 , X1] sont dans Ah
Γ et donc Y

1 ,Y 2 ∈ NΓ . Or l’image par Γ de
[Y 1 , X1] + [Y 2 , X1] est égal à [Y 1 , X1] + [Y 2 , X1] par déûnition de Ah

Γ . Ainsi par la
relation (3.2) on a [Y 2 , X1] = 0 et Y 2 ∈ Cv

Γ . D’où le résultat.

Proposition 3.18 L’algèbre de Lie Cv
Γ est un idéal de NΓ . On note par N le normali-

sateur de Π∗(Ah
Γ) dans χ(M), si l’algèbre de Lie Ah

Γ vériûe (H) alors les éléments de
h(NΓ) sont projetables et

N ≅ NΓ/C
v
Γ .

Démonstration
● Le centralisateur CΓ étant toujours un idéal de NΓ cf. [4], on a une somme directe
de modules CΓ = Ch

Γ ⊕ Cv
Γ . De la proposition 3.14, on trouve que Cv

Γ est un idéal de
NΓ .

● Soient Y ∈ NΓ et Ah
Γ vériûant (H). D’après le théorème de Fröbenius et la pro-

position 3.12, il existe en tout point de TM une carte qui le contient, de système
de coordonnées (x i , y j) tels que Y(F(x i)) = Y j ∂F(x i)

∂x j ⊂ F(x i) et Y j ∈ F(x i), où
F(x i) l’ensemble des fonctions qui ne dépendent que des x i . Donc tous les éléments
deNΓ sont projetables, ainsi que ceux de h(NΓ). En utilisant la proposition 3.17, on
aNΓ = h(NΓ)⊕C

v
Γ . Alors la restriction de Π∗, Π∗∶NΓ → Π∗(NΓ) est un homomor-

phisme d’algèbres et a pour noyau Cv
Γ . Donc, l’application Π′

∗∶NΓ/C
v
Γ → Π∗(NΓ)

est un isomorphisme d’algèbres de Lie.
Montrons que Π∗(NΓ) = N. Si X ∈ NΓ alors Π∗[X ,Ah

Γ] ⊂ Π∗(Ah
Γ). D’après la

proposition 3.12, [Π∗(X), Π∗(Ah
Γ)] est inclus dans Π∗(Ah

Γ). Donc, on en déduit que
Π∗(NΓ) ⊂ N.

Réciproquement, si X ∈ N alors de la proposition 3.16, [X̄ , Π∗(Ah
Γ)] ⊂ Π∗(Ah

Γ).
De même, on obtient h[X̄ , Π∗(Ah

Γ)] ⊂ Ah
Γ . Or X̄ est projetable, par la preuve de la

proposition 3.16, on a

h[X̄ , Π∗(Ah
Γ)] = h[ X̄ , h(Π∗(Ah

Γ))] = h[X̄ ,Ah
Γ] ⊂ Ah

Γ .

Or Ah
Γ ⊂ Ah alors h[X̄ ,Ah

Γ] = [hX̄ ,Ah
Γ]. Ainsi [hX̄ ,Ah

Γ] ⊂ Ah
Γ et hX̄ ∈ NΓ avec

Π∗(hX̄) = X ∈ N. Donc X ∈ Π∗(NΓ) etN ⊂ Π∗(NΓ). D’où Π∗(NΓ) est égal àN.

_éorème 3.19 ([2]) Une distribution Ω de M est involutive si et seulement si
[Ω, Ω] = Ω.

Démonstration Immédiate en utilisant la proposition 2.9 de [2, p. 141].

_éorème 3.20
(i) L’algèbre de Lie Ah

Γ (resp. CΓ) est un idéal caractéristique de AΓ et deNΓ (resp. de
NΓ). Plus précisement, on a [Ah

Γ ,A
h
Γ] = Ah

Γ .
(ii) Si l’ensembleAh

Γ vériûe (H), alors l’algèbre de Lie des dérivations deAh
Γ correspond

à la représentation adjointe de son normalisateur NΓ et les premiers espaces de
cohomologie de Chevalley–Eilenberg sont :

H1
(Ah

Γ) ≅ Π∗(NΓ)/Π∗(Ah
Γ), H1

(NΓ/CΓ) ≅ {0}.

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2


700 P. Randriambololondrantomalala, H. S. G. Ravelonirina et F. M. Anona

Démonstration (i) Il est immédiat queAh
Γ est un idéal deNΓ . De la proposition 3.12,

Π∗(Ah
Γ) est une distribution involutive de classe C∞ de M. Donc en vertu du théo-

rème 3.19, on obtient [Π∗(Ah
Γ), Π∗(Ah

Γ)] = Π∗(Ah
Γ). Par l’isomorphisme de la pro-

position 3.16, on a [Ah
Γ ,A

h
Γ] = Ah

Γ . AlorsAh
Γ est un idéal caractéristique deAΓ et deNΓ

d’après une démonstration classique de [4]. Par l’identité de Jacobi, la propriété de CΓ
et le fait que Ah

Γ est un idéal caractéristique de NΓ , CΓ est un idéal caractéristique
deNΓ .

(ii) Si Ah
Γ vériûe (H), alors par isomorphisme, Π∗(Ah

Γ) vériûe (H). D’après un
théorème de [2], toutes ses dérivations sont des dérivées de Lie par rapport à un
champ du normalisateur N. En utilisant les isomorphismes de la proposition 3.16 et
de la proposition 3.18, toute dérivation de Ah

Γ est la dérivée de Lie par rapport à un
champ de NΓ . Ainsi, d’après [2], H1(Π∗(Ah

Γ)) ≅ Π∗(NΓ)/Π∗(Ah
Γ), et H1(Ah

Γ) ≅

Π∗(NΓ)/Π∗(Ah
Γ) en vertu de la proposition 3.16. De même, toute dérivation de N

est intérieure, alors H1(N) ≅ {0}, et H1(NΓ/CΓ) ≅ {0} en appliquant la proposi-
tion 3.18.

4 Propriétés de la connexion par l’étude de quelques algèbres de Lie
qui lui sont associées

Proposition 4.1 Un champ de vecteurs X de TM est un élément deAΓ si et seulement
si X laisse invariant les distributions généralisées déûnies par les sous-espaces propres
de Γ.

Démonstration Soient X ∈ AΓ et Y ∈ h( χ(TM)) (resp. Y ∈ v( χ(TM)) ). On
obtient Γ[X ,Y] = [X , ΓY], donc Γ[X ,Y] = [X ,Y] (resp. Γ[X ,Y] = −[X ,Y]).

Réciproquement, soit X ∈ χ(TM) préservant h( χ(TM)) et v( χ(TM)) . Soit Y
dans χ(TM), Y se décompose en une somme Y h + Y v avec Y h ∈ h( χ(TM)) et Y v

appartient à v( χ(TM)) . On a Γ[X ,Y]−[X , ΓY] = ([X ,Y h]−[X ,Y v])−([X ,Y h]−

[X ,Y v]) = 0. D’où le résultat.

Proposition 4.2 Un champ vertical X est un élément deAv
Γ si et seulement si X com-

mute avec tout champhorizontal projetable. Si on note parAH0 l’algèbre de Lie engendrée
par les champs horizontaux projetables, alors Av

Γ est son centralisateur dans χ(TM).

Démonstration On sait que tout champ vertical peut s’écrire comme JX avec X ∈

h( χ(TM)) . L’espace vertical est toujours involutif, alors JX est dans AΓ si et seule-
ment si JX laisse invariant l’espace horizontal.

Soient U un domaine d’une carte de système de coordonnées (x i , y i) de TM, et
X ∈ h( χ(TU)) . L’ensemble h( χ(TU)) étant engendré par h( ∂

∂x i ) sur F(TU). On
a [JX , f h( ∂

∂x i )] = ( JX( f ))h( ∂
∂x i ) + f [JX , h( ∂

∂x i )] ∈ h( χ(TU)) pour tout f dans
F(TU) est équivalent à [JX , h( ∂

∂x i )] = 0. Comme AH0 est un F(M)-module, alors
son centralisateur dans l’espace horizontal est nul en raisonnant comme dans la pro-
position 3.14. Donc, son centralisateur est inclus dans l’espace vertical. D’après ce qui
précède, Av

Γ est le centralisateur de AH0 .

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-2015-022-2


Sur les algèbres de Lie associées à une connexion 701

_éorème 4.3 Si l’algèbre de Lie Ah
Γ vériûe (H), alors le premier espace de cohomo-

logie de Chevalley–Eilenberg de AΓ ∩NR est le produit direct de ceux de Ah
Γ et de A

v
Γ .

Démonstration D’après la proposition 3.10,AΓ = Ah
Γ ×A

v
Γ est un produit direct. En

vertu du théorème 3.20, [Ah
Γ ,A

h
Γ] = Ah

Γ ; et de la première partie de la proposition 3.14,
le centre de Ah

Γ est nul. Ainsi, d’après le lemme 3.7 de [7, p. 8], on a le résultat.

_éorème 4.4 Le premier espace de cohomologie de Chevalley–Eilenberg deAΓ∩NR
est nul si et seulement si la connexion Γ est plate.

Démonstration On suppose que toute dérivation de AΓ ∩NR est intérieure. Or, on
aAΓ ∩NR = Ah

Γ⊗Av
Γ , alors en vertu de la proposition 4.2,Ah

Γ = AH0 . Sur un domaine
d’une carte U de coordonnées locales (x i , y i), (AH0)U contient chaque élément de
base de l’espace horizontal ∂

∂x i − Γ j
i

∂
∂y j . Comme l’espace vertical est contenu dansNR ,

par suite, chaque ∂
∂x i ∈ (NR)U . Or (NR)U est une distribution de TU , donc χ(U) ⊂

(NR)U , pour tout U . Ainsi,NR = χ(TM) et que R = 0. C’est-à-dire que la connexion
est plate.

Réciproquement, si la connexion est plate, la distribution ∆∶ x ∈ TM ↦ Im hx
est intégrable, cf. [6]. Pour cette raison, il existe une structure de feuilletage sur TM.
Par ailleurs, l’espace de nullité de la courbure NR est χ(TM). D’après la proposi-
tion 3.12, on a Ah

Γ = H0. En tenant compte du feuilletage sur TM, on peut aõrmer
que Ah

Γ = χ(M). Et par la proposition 4.2, Av
Γ est localement χ(Rn). Alors, à l’aide

de la proposition 4.3 et d’un résultat de [2], le premier espace de cohomologie de
Chevalley–Eilenberg de AΓ ∩NR est nul.

Remarque 4.5 Ce théorème est en partie une réponse à une question posée par
[6, p. 6] dans le cas où la forme vectorielle est une connexion au sens de Grifone.

Proposition 4.6 La connexion Γ est plate si et seulement si le centralisateur de Av
Γ

dans l’espace vertical est réduit à zéro.

Démonstration Dans le cas où la connexion est plate, Av
Γ est localement égal

à χ(Rn). Ainsi son centralisateur dans l’espace vertical est égal à {0} d’après [2].
Réciproquement, par la proposition 4.2,AH0 est inclus dans le centralisateur deAv

Γ . Si
le centralisateur vertical deAv

Γ est nul, alors v(AH0) est réduit à zéro carAv
Γ ⊂ AΓ . De

l’équation (3.1), R(X ,Y) ⊂ v(AH0) pour tous X ,Y ∈ H0. On a R(X ,Y) = 0 pour tous
X ,Y ∈ H0. Par le fait que les éléments de H0 engendrent h( χ(TM)) et que R est li-
néaire et semi-basique, alors R(X ,Y) = 0 pour tous X ,Y ∈ χ(TM). D’où, la courbure
est nulle et la connexion est plate.

Remarque 4.7 La connexion est plate si et seulement si l’algèbre de Lie Ah
Γ

(resp.Nh
R) est engendrée par tous les champs horizontaux projetables sur F(M) (resp.

sur F(TM)).

Exemple 4.8 Soient M = R4 de système de coordonnées dans TR4 (x i , y i)1≤i≤4,
et Γ une connexion telle que Γ1

2 = −
y2

2 e
x 1
, Γ2

1 =
y2

2 , Γ
2
2 =

y1

2 , et les autres nuls. Les
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coeõcients de la courbure R sont

R1
2,1 =

y2

2
ex

1
, R2

2,1 = −
y1

4
et les autres nuls.

Les expressions X i et Y i sont dans toute la suite des fonctions C∞ de TR4.
L’espace de nullité de la courbureNR est,

NR = {X3 ∂
∂x3 + X4 ∂

∂x4 + Y i ∂
∂y i } .

Ici, l’espace de nullité est involutif car il est engendré par des champs projetables.
On a

Nh
R = {X3 ∂

∂x3 + X4 ∂
∂x4 } .

Le centralisateur deNh
R est réduit à zéro, son normalisateur est

NR = {X3 ∂
∂x3 + X4 ∂

∂x4 + X i
(

∧
x3 ,

∧
x4

)
i≠3,4

∂
∂x i + Y i

(

∧
x3 ,

∧
x4

)
∂

∂y i }

où dans toute la suite, X(
∧
x i) désigne que l’expression de X ne dépend pas de x i .

Le champ ∂
∂x 1 −

y2

2
∂

∂y2 est dans la partie horizontale de ce normalisateur mais n’ap-
partenant pas à la partie horizontale de l’espace de nullité. Ce qui conûrme que la
connexion est non plate.
Dans la suite, A désigne la classe d’équivalence de A déûnie par un quotient d’algè-

bres de Lie.
On obtient H1(NR) ≅ {0}. Et H1(Nh

R) ≅ NR/N
h
R qui est

{X i
(i≠3,4)(

∧
x3 ,

∧
x4)

∂
∂x i + Y i(

∧
x3 ,

∧
x4)

∂
∂y i } .

L’algèbre de Lie Ah
Γ est donnée par

Ah
Γ = {X3

(x t
)

∂
∂x3 + X4

(x t
)

∂
∂x4 } .

Le normalisateur de Ah
Γ dans χ(TR4) est donc

NΓ = {X3
(x t

)
∂

∂x3 +X
4
(x t

)
∂

∂x4 +X
i
(i≠3,4)(x

t , t ≠ 3, 4)
∂

∂x i +Y
i
(x t , y j , t ≠ 3, 4)

∂
∂y i } .

Et le centralisateur de Ah
Γ dans χ(TR4) coïncide à

CΓ = {Y i
(x t , y j , t ≠ 3, 4)

∂
∂y i } .

Ainsi NΓ/CΓ est

{X3(x t)
∂

∂x3 + X4(x t)
∂

∂x4 + X i
(i≠3,4)(x

t , t ≠ 3, 4)
∂

∂x i }.

On a alors H1(NΓ/CΓ) ≅ {0}, et H1(Ah
Γ) ≅ Π∗(NΓ)/Π∗(Ah

Γ) est

{X i
(i≠3,4)(x

t , t ≠ 3, 4)
∂

∂x i }.
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