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Résumé. Depuis son édition par Heiberg au xi1x° s., on savait que le texte grec de La
mesure du cercle d’Archimede qui nous est parvenu est fautif, altéré par I'intervention
d’un compilateur. Pour certaines de ses parties au moins, il est donc d’'une authenticité
douteuse. Plus récemment, ’examen de la traduction latine (au 1x° siécle) de la traduc-
tion arabe de ce texte a permis de conclure que le manuscrit grec traduit appartient a
une tradition textuelle meilleure et plus ancienne que le texte édité par Heiberg. Dans
cette étude, on trouve l'editio princeps de la traduction arabe de La mesure du cercle, sa
premiere traduction et une analyse historique et mathématique. Les nombreuses lec-
tures de cette traduction faites au cours des siécles ont inspiré plusieurs «rédactions».
Trois d’entre elles seront éditées, traduites et examinées dans une prochaine étude.

Abstract. Ever since its publication by Heiberg in the 19th century, we have known
that the surviving Greek text of The Measurement of the Circle by Archimedes is faulty,
altered by the intervention of a compiler. At least some parts of it are therefore of du-
bious authenticity. More recently, an examination of the ninth-century Latin transla-
tion of the Arabic translation of this text has led to the conclusion that the translated
Greek manuscript belongs to a better and older textual tradition than the text edited by
Heiberg. This study contains the editio princeps of the Arabic translation of The Mea-
surement of the Circle, its first translation and a historical and mathematical analysis.
The many readings of this translation over the centuries have inspired several “redac-
tions.” Three of these will be edited, translated and examined in a forthcoming study.
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154 R. RASHED

1. INTRODUCTION

Parmi les écrits mathématiques anciens qui ont été les plus diffusés,
figure opuscule d’Archimeéde sur la mesure du cercle. Dans les mathé-
matiques grecques, il a été cité et commenté par Dioclés, Héron d’Alexan-
drie, Ptolémée, Pappus, Théon d’Alexandrie, Eutocius, etc. Traduit en
arabe, il a été étudié par al-Kindi, les Bana Msa, puis par Aba al-Wafa®
al-Buzgani, Ibn al-Haytam, al-Birani, al-Tasi, et plus tard par al-Kasi,
entre autres. Plus encore, cet opuscule a tres tot fait partie, dans sa
traduction arabe, d'une collection, dite «les intermédiaires» — intermé-
diaires entre les Eléments d’Euclide et 'Almageste de Ptolémée —, des-
tinée a ’enseignement dans les écoles et de ce fait largement diffusée.
Traduit deux fois en latin a partir de la version arabe, la deuxieme fois
par Gérard de Crémone, il a aussi été traduit en hébreu !, également a
partir de 'arabe. L'une des raisons de cette ample diffusion est que, avec
La sphére et le cylindre d’Archimede et le livre XII des Eléments d’Eu-
clide, ces traités ont constitué les premieres sources de la connaissance
de la méthode d’exhaustion et de 'étude des déterminations infinitési-
males.

Tout cela est bien connu, et depuis fort longtemps. Quant au texte
grec de cet écrit, J. L. Heiberg en a donné deux éditions critiques suc-
cessives — en 1866 et en 1913/15 —, avec une traduction latine. Ces édi-
tions ont été établies a partir des manuscrits grecs datés du xvi° siecle,
qui tous remontent & un manuscrit transcrit au 1x° siécle, aujourd’hui
perdu. Mais, selon Heiberg lui-méme, ce texte grec de la Mesure du cercle
qui nous est parvenu souffre de multiples omissions et défauts, qui té-
moignent de l'intervention d'un compilateur. De son c6té, M. Clagett,
dans son Archimedes in the Middle Ages, confronté a la traduction la-
tine de la version arabe par Gérard de Crémone, écrit :

[...] Gerard’s translation — or rather the Arabic tradition from which it
was made — seems to indicate access to a Greek tradition somewhat more
complete than the Byzantine tradition on which the extant Greek text is
based 2.

Ainsi, tel qu’il se présente aujourd’hui, le texte grec de la Mesure du
cercle n’est donc pas celui d’'une édition conforme a ce que les mathéma-
ticiens grecs entendaient par ce terme, et la question de son authenti-
cité se pose nécessairement. Cette question a recu plusieurs réponses.

1 R. Glasner, «<Hebrew Translations in Medieval Christian Spain: Alfonso of Valladolid

Translating Archimedes?», Aleph, vol. 13, n° 2 (2013), p. 185-199.

2 M. Clagett, Archimedes in the Middle Ages, vol. 1, The arabo-latin tradition (Madi-
son, 1964), p. 32.
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LA VERSION ARABE DE LA MESURE DU CERCLE 155

Ainsi, A. Favaro a expliqué que les défauts du texte de la Mesure du
cercle tiennent au fait que ce n’est pas I'écrit entier d’Archimede, mais
un fragment d’un écrit plus substantiel, aujourd’hui perdu, dans lequel
Archimede avait étudié le probléme de ’approximation du rapport d’'un
arc a sa corde ®. Aprés A. Favaro, E. J. Dijksterhuis a écrit dans le méme
sens :

As appears both from its language, from which all traces of the Siculo-
Dorian dialect have vanished, and from the argumentation, which is scrappy
and rather careless, it has not come down to us in its original form. It is
quite possible that the fragment we possess formed part of a longer work,
which is quoted by Pappus [Collectio, V, 2; 312, line 20] under the title On
the Circumference of the Circle (mepi thic 100 KUKAOV TEOLQERELQS), and that
the latter also dealt with the more general question as to the ratio between
the length of an arc of a circle and that of its chord *.

On pourrait multiplier les citations pour montrer que, depuis Hei-
berg, les historiens avaient conscience du mauvais état du texte grec qui
nous est parvenu, d’autant plus qu’a ces défauts s’en ajoutent quelques
autres : par exemple, une valeur approchée du rapport de la circonfé-
rence au diameétre est considérée comme une valeur exacte.

Récemment, W. Knorr a réactivé avec enthousiasme ’ancien débat.
A l'aide des témoignages des mathématiciens anciens et de nombreuses
conjectures, il a conclu que le texte grec existant n’est pas vraiment une
édition, mais une compilation disparate a laquelle auraient pris part
Héron, Pappus, Théon d’Alexandrie, Sporos de Nicée, entre autres. Cette
these hardie a eu 'avantage de permettre une reprise de I'interrogation
et d’enrichir la discussion °.

Mais, pour restituer fidelement les faits sans recourir aux conjec-
tures indécidables, je voudrais d’abord revenir aux textes de la Mesure
du cercle qui portent explicitement le nom d’Archiméde comme seul au-
teur. Ils sont au nombre de trois :

— le texte grec édité par Heiberg et traduit par lui en latin; cette
édition critique est faite a partir de plusieurs manuscrits qui remontent
tous, saufun, & un seul manuscrit copié au 1x° siécle a I'initiative de Léon
le mathématicien ; ce manuscrit a été perdu en 1491 et seuls restent ceux
qui en sont dérivés ; Heiberg a également utilisé dans sa seconde édition
du texte (1913-1915) un palimpseste trouvé a Jérusalem;

% A. Favaro, Archimede (Rome, 1923), p. 53.

4 E.J. Dijksterhuis, Archimedes (Copenhague, 1956), p. 222.

5 W. Knorr, «Archimedes’ Dimension of the Circle : A View of the Genesis of the Extant
Text», Archive for History of Exact Sciences, vol. 35, n° 4 (1986), p. 281-324.
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— une traduction arabe d’un ancien manuscrit grec que ’'on attribue
sans preuve a Tabit b. Qurra ou & Qusta b. Luqga; elle pourrait étre de
la main de Hunayn b. Ishaq;

— la traduction latine par Gérard de Crémone d’'un autre manuscrit
arabe de la Mesure du cercle ; cette traduction a donné acces a la traduc-
tion arabe, dont elle est assez proche sans lui étre identique.

On peut également citer des sources attribuées a d’autres auteurs, et
souvent partielles :

— un fragment de la Collection mathématique de Pappus, ou celui-ci
démontre la premiére proposition;;

— un fragment de Théon d’Alexandrie dans son commentaire de
PAlmageste ;

— le commentaire d’Eutocius, notamment de la troisiéme proposi-
tion;

— le commentaire par al-Kindi de cette méme troisieme proposition;

— D’édition de la traduction arabe de la Mesure du cercle par Nasir
al-Din al-Tasi, ainsi que quelques autres rédactions de la main de ma-
thématiciens arabes©.

A ces sources, on peut encore ajouter de nombreux témoignages et
fragments dus & Zénodore, Héron d’Alexandrie, Proclus, Simplicius et
bien d’autres, tous évoqués par Hultsch, Heiberg, Rome, etc.

Dans cette étude, nous nous fixons comme tache premiere d’identi-
fier le texte auquel on devrait se fier lorsque l'on traite de la Mesure
du cercle. Nous allons a cette fin exploiter la tradition textuelle arabe
de cet opuscule avant de la confronter a la tradition textuelle grecque —
démarche préalable a tout jugement sérieux.

2. LA TRADUCTION ARABE DE LA MESURE DU CERCLE

Le livre d’Archimeéde a été traduit en arabe avant le milieu du
1x° siecle, comme l'attestent al-Kind1 et les trois freres Banu Musa. En
effet, al-Kindi a commenté la troisiéme proposition de la Mesure du
cercle : approximation du rapport de la circonférence a son diameétre ”.
On sait également, par son livre Le grand art, ou il commente certains

8 Pour ces rédactions, voir notre étude a paraitre, «La version arabe de la Mesure du
cercle d’Archimede II», Arabic Sciences and Philosophy.

" Roshdi Rashed, «Al-Kind?’s commentary on Archimedes’ “The Measurement of the
Circle”», Arabic Sciences and Philosophy, 3 (1993), p. 7-53; repris dans idem, Ecrits
d’histoire et de philosophie des sciences, vol. 2, Géométries (De Gruyter, 2023), p. 1-
44,
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chapitres de ’Almageste, qu’il connaissait la premiére proposition, sur
laire du cercle, ainsi que la seconde, sur le rapport entre le carré du
diameétre du cercle et son aire 8. Cela montre qu’al-Kindi connaissait et
démontrait les trois propositions de la Mesure du cercle.

Mais son commentaire de la troisiéme proposition nous donne da-
vantage d’informations sur la date et le contexte de la traduction. Il se
présente sous la forme d’une épitre dans laquelle il répond au médecin
et helléniste Yithanna b. Masawayh °. Celui-ci lui avait écrit pour lui de-
mander de lui expliquer les propos d’Archimede dans la Mesure du cercle
sur l'approximation du rapport du périmeétre du cercle a son diameétre.
Or Yahanna b. Masawayh tenait un salon (maglis), ou il enseignait, et
parmi ses éléves se trouvaient des traducteurs de livres scientifiques et
philosophiques grecs, comme Hunayn b. Ishaq : comme Yahanna b. Ma-
sawayh est mort en 857 on peut en conclure que la traduction en arabe
de la Mesure du cercle est antérieure a cette date, et que, parmi les can-
didats susceptibles de I’avoir faite, figure Hunayn b. Ishaq.

Mais on sait qu’al-Kind1 collaborait avec plusieurs traducteurs de
textes philosophiques et scientifiques grecs, et notamment avec Qusta
b. Luga qui, selon 'ancien biobibliographe Ibn Abi Usaybi‘a, a traduit
en arabe La sphére et le cylindre d’Archimede '°. Nous aurions donc 1a
un deuxieéme traducteur possible de la Mesure du cercle au 1x° siécle.

Le second témoignage nous vient des Bantu Musa, contemporains
d’al-Kindi, dans leur livre sur L'aire des figures planes et sphériques 1.
Ils y reprennent deux propositions de la Mesure du cercle, la premieére,
sur l'aire du cercle et la troisiéme, sur ’approximation du rapport de la
circonférence au diametre. A propos de la premiére (la quatriéme dans
leur livre), ils écrivent :

Pour tout cercle, le produit de son demi-diametre par son demi-périmetre
est égal a son aire.

8 Al-Kindi, F7 al-sind‘a al-‘uzma, éd. “Azmi Taha al-Sayyid Ahmad (Nicosie, 1987).

9 Sur la vie d’Ibn Masawayh et ses activités, voir en particulier al-Nadim, Kitab al-
fihrist, éd. R. Tajaddud (Téhéran, 1971), p. 295-296; Ibn Ab1 Usaybi‘a, ‘Uyun al-
anba’® fi tabaqat al-atibba®, éd. N. Rida (Beyrouth, 1965), p. 246-255. Voir aussi I'ar-
ticle de J.C. Sournia et G. Troupeau, «Médecine arabe : Biographies critiques de
Jean Mésué (viir® siecle) et du prétendu “Mésué le Jeune” (x° siecle)», Clio Medica,
3(1968), p. 109-117.

% Tpn Abi Usaybi®a, ‘Uyan al-anba’, p. 285-293.

1 R, Rashed, Les mathématiques infinitésimales du 1x° au xi1° siécle, vol. 1, Fondateurs
et commentateurs : Banu Misa, Ibn Qurra, Ibn Sinan, al-Khazin, al-Quhi, Ibn al-
Samh, Ibn Hid (Londres, 1996).
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Ils en donnent une démonstration un peu différente de celle d’Archi-
mede 12,

Quant a la troisiéme proposition d’Archimeéde (la sixiéme de leur
livre), ils énoncent :

Calculons ensuite le rapport du diametre au périmetre par la méthode
appliquée par Archimeéde. En effet, aucune autre méthode découverte par un
autre, jusqu’a notre époque, ne nous est parvenue. Méme si cette méthode
ne conduit pas & connaitre la grandeur de I'un par rapport a 'autre pour que
celle-ci soit conforme a la vérité, elle conduit & déterminer la grandeur de
I'un par rapport a 'autre avec n’importe quel degré d’approximation voulu
par celui qui cherche 3.

De plus, les Bant Musa citent le corollaire de la premiére proposition,
et écrivent a la fin de la proposition 4 de leur livre :

Il est clair a partir de cela que le produit du demi-diameétre par la moitié
d’un arc quelconque supposé est égal a I'aire du secteur entouré par cet arc
et les deux demi-droites qui passent par ses deux extrémités 1.

Ce corollaire, cité par les Banu Musa a partir de la traduction arabe
de la Mesure du cercle, ne figure pas dans les manuscrits grecs consultés
par Eutocius ni dans ceux qu’a utilisés Heiberg dans son édition critique.
La traduction arabe utilisée par les Banu Musa a donc été faite a par-
tir d'un manuscrit grec appartenant a une tradition textuelle plus an-
cienne. C’est précisément cette traduction arabe de la Mesure du cercle
qui nous est parvenue en deux manuscrits :

— ms. Istanbul, Siileymaniye, Fatih 3414, f. 2V-6";

— ms. Bursa, Haracggi 1174, f. 98V-101".

Le premier fait partie d’'une collection qui comprend aussi la traduc-
tion de La sphére et le cylindre d’Archimede et son commentaire par Eu-
tocius. On trouve également dans cette collection l'original arabe du Li-
ber assumptorum. Le copiste est le mathématicien Ibn Abi Garrada, qui
I’a transcrite en 684/1285.

La collection du second manuscrit comprend elle aussi la traduction
arabe de La sphére et le cylindre d’Archimeéde. Le copiste n’a noté ni son
nom, ni la date de la copie, qui a probablement été faite au xin® siécle.

Outre ces deux manuscrits de la traduction en arabe de la Mesure du
cercle, les mathématiciens nous ont laissé plusieurs rédactions de cette
traduction, comme celle de Nasir al-Din al-Ttusi. Autant de témoins des

12R. Rashed, Les mathématiques infinitésimales, vol. 1, p. 68.
13 R. Rashed, Les mathématiques infinitésimales, vol. 1, p. 74.
14 R Rashed, Les mathématiques infinitésimales, vol. 1, p. 70.
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lectures faites au cours des siécles, auxquels s’ajoute la traduction latine
de cette traduction arabe 1.

3. LE GREC ET I’ARABE : UNE VERSION OU DEUX?

Le texte grec de la Mesure du cercle dans 1'édition de Heiberg — noté G
—et la traduction arabe éditée ici —notée A — sont 'un et ’autre composés
de trois propositions, dans le méme ordre. Dans cet ordre, la démonstra-
tion de la seconde proposition ne dépend pas seulement de la premiere,
mais aussi de la troisiéeme. Cette anomalie a été maintes fois soulignée.
Il existe entre G et A des différences irréductibles qui montrent que G et
A ne sont pas héritiers de la méme tradition textuelle. Nous avons déja
noté la présence dans A du corollaire a la premiére proposition, et son
absence de G. Il y a d’autres différences importantes, que nous avons
notées en italique dans la traduction francaise faite de A. Nous exami-
nerons ces différences au cours de notre commentaire des propositions.

3.1. La relation entre Uaire et le périmétre

Archiméde montre dans la proposition 1, a ’'aide de la méthode d’ex-
haustion, que T'aire S du cercle est égale a celle de la figure rectiligne
(triangle rectangle) dont I'un des cotés est égal au rayon r du cercle, et
Pautre a son périmeétre : S = %rp.

C’est précisément ce qui est énoncé et démontré dans G et A. Mais les
témoins historiques, tels que Héron d’Alexandrie, Théon d’Alexandrie,
Pappus, transmettent des formes équivalentes, ce qui a incité certains
historiens a soulever la question de la multiplicité des rédactions de la
Mesure du cercle. En effet, Héron écrit :

[...] delkvvol 8¢ avtdg ApyLundng év tf tod kikhov petproet, 6t TO VIO

Tfig mepupepetog Tod kVkAov kal ¢k oD kévtpov dLThaoLov 0Tt Tod KuKhov.

[...] le méme Archimeéde démontre dans la Mesure du cercle que le rec-

tangle compris sous la circonférence du cercle et le rayon est le double du
cercle 16,

Selon Héron, Archiméde a démontré que 2S = rp.
A son tour, Théon d’Alexandrie écrit qu’Archimeéde a démontré que :
[...] T& V0 Thic dronétpov kal Thic Tod KVkhov meppepelog eic eVOetay
gEamhovpévng mepLexouevoy dpBoymviov TeTPomAdotov ot Tod fupadod tob
KUKAOV.
15 M. Clagett, Archimedes in the Middle Ages, p. 30 sq.

16 Heronis Alexandrini Opera quae supersunt omnia, vol. 3, éd. Hermann Schéne (Leip-
zig : Teubner, 1903), p. 66, 1. 27-30.
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[...] le rectangle compris sous le diameétre et la circonférence du cercle
déroulée en une droite est quadruple de la surface du cercle 7.

Ainsi, selon Théon, Archimede a démontré que 4S = dp, avec d le
diameétre du cercle.

C’est une forme pratiquement équivalente qui a été transmise par
Pappus. Il écrit :

“OtL ugv otv 10 Vo Thig TePLUETPoV ToD KUKAov Kol Thg €k ToD KévIpov
SUTAGOLOV 0Tl TOoD KUKMoV ApyLundng dutedelEey.

Archimeéde a démontré que le rectangle compris sous le périmeétre du
cercle et le rayon est le double du cercle 2.

Pappus propose de démontrer cette proposition d'une autre maniére
dans le huitiéme livre de la Collection mathématique. 1l écrit :

[...] 1O yOp Vo thig €k 10D Kkévipov Tod kOKAOV Kol Thig mepLuéTpov TOD
KUKAOV TTEPLEYXOUEVOV OPB0YMVLOV SLITAAOLOV é0TL ToD duBadod Tod kiklov, og
Ay uunong, kol @g év 1@ elg 10 TPOTOV TAOV UOONUOTIKOV 0YOohim) SEdELKTOL
Kol 0’ fudv S £vog Bewpruatoc.

[...] car le rectangle compris sous le rayon du cercle et le périmetre du
cercle est le double de 'aire du cercle, comme cela a été démontré par Archi-
mede, ainsi que par nous-méme au moyen d’'un théoréme particulier dans
le commentaire sur le premier livre des Mathématiques *°.

Quelques siecles plus tard, al-Kind1 écrit dans son livre Le grand art :

Nous avons montré dans notre livre Sur les sphéres que, si la circonfé-
rence du cercle est multipliée par son diametre, le rectangle obtenu est le
quadruple de l'aire du cercle; et ce que 'on obtient du produit du diametre
du cercle par le quart de son périmetre est égal a 'aire du cercle, donc I'aire
du cercle est égale a quatorze aupres de onze 2°.

Ainsi, selon al-Kindi,ona S = ipd et d—; = %. Rappelons pour mé-
moire qu’al-Kindi connaissait la traduction arabe de la Mesure du cercle,
et par conséquent les deux premieres propositions. Comme on peut s’en
douter, les auteurs grecs et arabes cités ne pouvaient ignorer que ces
expressions sont équivalentes et que les quelques différences renvoient
a des variantes dans la rédaction de la démonstration. Mais, comme G

" Théon d’Alexandrie, Commentaria in Ptolemaei Syntaxin mathematicam I-IV, éd.
Adolphe Rome (Rome : Cité du Vatican, Bibliotheque apostolique du Vatican, 1936-
1943), p. 395.

18 Pappi Alexandrini Collectionis quae supersunt, éd. et trad. lat. Friedrich Hultsch
(Berlin : 1876-1878); La Collection mathématique de Pappus d’Alexandrie, trad. fr.
Paul Ver Eecke (Paris : A. Blanchard, 1933-1982), vol. 1, p. 243.

19 Pappi Alexandrini Collectionis quae supersunt, éd. Hultsch, p. 1106; trad. Ver Eecke,
p. 866-867.

20 Al-Kindi, F7 al-sind‘a al-‘uzma, p. 175.
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et A attribuent & Archimede I'expression S = %rp et que, dans chacun
de ces deux textes, on a recours a un triangle rectangle auxiliaire, il
nous semble que conjecturer la multiplicité des versions de la Mesure
du cercle est quelque peu forcé.

Revenons a présent a la comparaison entre G et A pour localiser et
préciser les différences. Voici d’abord un résumé de la démonstration de
cette proposition dans A.

Proposition 1. L’aire S d’un cercle est égale a celle d’un triangle rec-
tangle dont les cotés de ’angle droit sont respectivement égaux au rayon
r et au périmetre p du cercle : S = %pr.

Démonstration. Soit ABCD le cercle (N, r) et E le triangle rectangle
de cotésr et %p (voir fig. ci-dessous).

Q | B L M
J
P

0% K

A N c

S 0

,
E
-

(1) Supposons S > %pr et posons S — %pr = g, aussi petit que l'on
veut.

Si on inscrit successivement dans le cercle un carré ABCD d’aire S,
un octogone APB. .. d’aire So, un polygone régulier de 16 cotés d’aire Sg,
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et ainsi de suite, on aura S; > %, dou?! :

S
T']_:S—Sl<§<81

1 S S
—S-Sp<im<o<™
ro 2<27‘1<4<2
1 S S
7‘3—S—Sg<§r2<§<z
1 S S
rn:S—Sn<§rn_1<27<2Til

Les restes successifs sont en progression géométrique de raison %
D’apres les Eléments X, 1, il existe un reste r, tel que r, < ¢, donc S —
S, <¢eS, >S—¢,donc S, > %pr. Mais ceci est impossible car S,
est le demi-produit du périmeétre p, par 'apothéme a, (dans le cas de
Poctogone p,, = 8AP et a, = NX (cf. figure). Or p, < peta, <r;ona
donc S, = %pnan < %pr. Il est donc impossible d’avoir S > %pr.

(2) Supposons S < %pr et posons %pr — S = ¢ aussi petit que I'on veut.

On considere alors le carré QO circonscrit au cercle, les points de
contact du carré et du cercle étant A, B, C et D, puis 'octogone régulier
circonscrit GILK.. . ., et ainsi de suite. Désignons par S/, S;, S}, ... les

29 M3
aires des polygones successifs, on a :
/ / 1 /
2
En effet, on a vu que S; < S < S} et S; = 35}, donc

1

ri = 4 aire(APBQ)
ry = Sy — S = 4 aire(AGPIBJPU)
= 4 aire(APBQ) — 4 aire(IQG).

218, étant laire du carré inscrit et S celle du carré circonscrit, si r est le rayon du

cercle, on a 81 = 2r’ et S| = 47 = 2S;, donc S; < S < 28y, dout S; > 5.
On a posé ri = 4segment(APB); S, étant l'aire de octogone, on a de méme ro =
S — Sy = 4[segment(APB) — triangle(APB)]. Or segment(APB) > triangle(APB) >
itrapeze(AGIB) > 1segment(APB), donc segment(APB) — triangle(APB) <
1 segment(APB), ry < 2 segment(APB); c’est-a-dire ry < 1. On démontre de méme
quers < Z.
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Mais, IP = IB, tangentes égales, et QI > IP, donc QI > IB. On a
alors

aire(QPI) > %aire(QPB)

et, a plus forte raison,
. 1.
aire(QPI) > B aire(QPJB).
De méme, aire(QPG) > ; aire(QPUA), on a donc

aire(APBQ) > aire(IQG) > %aire(APBQ),

d’ou
1
aire(APBQ) — aire(IQG) < 3 aire(APBQ),
d’ou 1 1

De la méme fagon, on montre que

1 1

1 1
/ / / /
rn = SI‘L —S < Ernil < 278n
Les restes successifs sont encore en progression géométrique de rai-
son 1 ; il existe donc un reste 7, tel que r), < ¢, donc S}, < S + ¢ et par
- 1
suite S), < 5pr.
Mais ceci est impossible car on a S|, = %pjlr et p,, > p, donc

S, > %pr.

Il est donc impossible d’avoir S < %pr.

On peut remarquer qu’Archimeéde augmente le nombre de cotés des
polygones jusqu’a ce que la différence entre le cercle et le polygone soit
suffisamment petite pour que I'on puisse procéder a la contradiction.

Conclusion : S = %pr.

CoroLraIRe. L'aire d’'un secteur circulaire est égale au demi-produit
du rayon par la longueur de I’arc.
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D’apres la traduction arabe, Archimede déduit le corollaire comme
conséquence de la démonstration précédente.

La démonstration de la proposition 1 est en deux parties, (1) et (2).

(1) On lit dans G :

Inscrivons y (dans le cercle) le carré AT, et que les arcs soient coupés en
deux parties égales 22,

Dans A on lit :

Inscrivons dans le cercle le carré AT, alors il se sépare du cercle ABI'A
plus grand que sa moitié, c’est-a-dire le carré ATl ; partageons I'arc APB en
deux moitiés au point P et aux points homologues a celui-ci, et joignons AP,
PB et leurs homologues. Ainsi il s’est séparé également du reste de la portion
du cercle ABT'A <une partie> plus grande que sa moitié, c’est-a-dire APB et
ses homologues.

Notons que Heiberg, dans sa traduction latine de G, tente bien de
rectifier le texte en ajoutant apres «et que les arcs soient coupés en deux
parties égales», arcus autem in binas partes dividantur {et ducantur rec-
tas BZ, ZA, AM, MA cet.), et il note «Archimeéde avait sans doute ligne 9
ajouté quelque chose de tel.» Il poursuit : «<Dans la totalité de cet opus-
cule, le style et 'expression souffrent d'une concision si négligente qu’on
y reconnait la main d’un compilateur plutét que celle d’Archimede 23.»

On lit ensuite dans G :

Que les segments du cercle ont a la fin une somme inférieure a la diffé-
rence entre I'aire du cercle et celle du triangle 4.

Dans A, on lit :

Si nous faisons de méme, successivement, il restera des portions qui sont
inférieures a la grandeur de I'excédent du cercle sur le triangle.

(2) Dans la seconde partie de la démonstration, on suppose que le
triangle est plus grand que le cercle, et on retrouve des différences ana-
logues entre G et A.

Prenons I'exemple de la justification de I'inégalité

1
aire(IQG) > 3 aire(AUPJBQ),

dans le grec, POII > % OAMZ (p. 234, 1. 10-11), «et le triangle POII est
plus grand que la moitié de la figure OZAM ».

22 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, éd. J. L. Heiberg (Stutt-
gart, réimpr. 1972 de I'éd. de 1910), p. 232, 1. 8-9.

2 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 233, n. 3.

24 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 234.
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Mais, alors que dans A I’égalité est déduite au cours de la démonstra-
tion, dans G il n’y a aucune justification, ce qui a mené Heiberg & donner
une démonstration en note 2. Eutocius n’avait pas rencontré la justifi-
cation de cette inégalité dans la version qu’il commente de la Mesure du
cercle 25,

On constate une notable symétrie dans la rédaction des deux par-
ties de la démonstration. Cette symétrie ne peut étre 'effet d’'une simple
coincidence. Il suffit de lire les autres rédactions d’Archimeéde pour saisir
que A reflete une méthode d’exposition et de démonstration, alors que G
est un bon résumé.

On peut également rappeler le témoignage d’Eutocius puisqu’il com-
mente cette premiére proposition. Or la partie qu’il lui dédie est tres
breve, contrairement a celle qu’il consacre a la troisiéme proposition.
En effet, il commence par affirmer que «le premier théoréme ne semble
offrir aucune difficulté 26...», et conclut comme suit ce bref commentaire :

Comme nous l'avons dit, le premier théoréme n’exige aucune recherche.
Car les affirmations que le triangle IIOP est supérieur a la moitié de la
figure AZOM, et qu’il est possible d’'une fagon générale de circonscrire a un
cercle donné une figure rectiligne de maniére que la somme des segments
compris entre les arcs du cercle et les c6tés de la figure rectiligne circonscrite
soit inférieure a une aire donnée, ont été clairement expliquées dans ce que
nous avons écrit dans notre commentaire au premier livre de La sphére et
le cylindre?”.

Or on a vu que, dans la traduction arabe d’'un ancien manuscrit
grec, la démonstration est parfaitement rédigée. Cette citation d’Eu-
tocius laisse supposer que le manuscrit de la Mesure du cercle dont
il disposait differe de celui que le traducteur a rendu en arabe. Mais
on observe également, entre G et A, une autre différence importante
dans le style de la rédaction. Il s’agit de la fréquence de 'occurrence du
terme «homologue», nazir, duowog, que 'on rencontre tout au long de
la démonstration. Ce terme s’impose, en raison de ’'absence de symbo-
lisme, pour étendre une opération ou une propriété. Or, si ce terme est
systématiquement utilisé dans A, il est absent de G. Mais on percoit
dans G une trace de son existence : on lit en effet, dans la seconde partie
de la démonstration, «[...] les segments homologues au segment T1ZA »,

ol Tw MZA touel dpotot 28,

% Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 3, p. 230, 1. 17-18.
%6 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 3, p. 230.

%7 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 3, p. 230-232.

2 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 234, 1. 11-12.
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On observe aussi que la démonstration que Pappus propose de cette
méme proposition?® differe de celle que l'on trouve dans A, méme si
I'inspiration de cette démonstration, comme celle de Théon d’Alexandrie,
provient d’Archimede. Dans toutes ces démonstrations, I’idée principale
est bien en effet celle d’Archimede. Il s’agit d’obtenir une figure recti-
ligne I, d’abord inscrite, telle que i1, io, . . . , i, soient les longueurs de ses
n cotés respectifs.

On abaisse du centre du cercle des perpendiculaires de longueurs A;,
avec 1 <i < n, aux cotés de longueur i;, et soit s; les

1 n 1 n n
Eziihi < EI‘Zii < ZSL
i=1 i=1 i=1

Il reste que la rédaction de cette méme idée differe chez Pappus non
seulement de celle de A, mais aussi de G.

On vient de constater que la démonstration par Archimede de cette
proposition est par la méthode d’exhaustion, ce qui lui permet d’éviter
la notion non encore définie de I'infini actuel pour déterminer les limites
des progressions géométriques qu’il a introduites. Cette méthode exige
que soit connu au préalable le résultat que ’on veut obtenir — ici, I'aire
du cercle — car c’est un procédé de démonstration et non de découverte. Il
faut également connaitre une grandeur a laquelle on compare le résultat
obtenu pour montrer son unicité par une double réduction a I'absurde.
Ici, cette grandeur est une figure rectiligne — un triangle rectangle.

Pour le dire autrement, cette méthode, appliquée lors de 1’étude des
aires des surfaces courbes et des volumes courbes, est un procédé pour
découper ceux-ci selon I'une ou l'autre progression, géométrique ou
arithmétique, pour déterminer les bornes supérieures des ensembles
de portions découpées. C’est sur I’existence de ces bornes et leur unicité
que cette méthode est fondée. Ainsi, dans la Mesure du cercle, Archi-
mede coupe le cercle en un ensemble de portions selon une progression
géométrique pour déterminer les bornes de ’ensemble des portions dé-
coupées. Il a fondé la mesure du cercle sur les propriétés de ces bornes
et leur unicité. Ensuite il compare ces bornes a d’autres, obtenues a
Poccasion de recherches analogues sur une figure rectiligne.

Cette méthode repose également, comme on I'a souvent remarqué,
sur 'axiome d’Eudoxe-Archiméde ou sur la proposition X, 1 des Eléments
d’Euclide. Voici comment s’écrit cet axiome, comme l’avait noté Ibn al-
Haytam :

2 La Collection mathématique de Pappus d’Alexandrie, trad. fr. Ver Eecke, livre V,

prop. 3.
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Pour deux droites inégales, si I’on double la plus petite autant de fois
indéfiniment, ce doublement aboutira a une grandeur supérieure a la gran-
deur de la droite la plus grande 3°.

Quant a la proposition X, 1 des Eléments, elle s’écrit :

Deux grandeurs inégales étant proposées, si I'on retranche de la plus
grande une partie plus grande que sa moitié, si 'on retranche du reste une
partie plus grande que sa moitié, et si 'on fait toujours la méme chose, il
restera une certaine grandeur qui sera plus petite que la plus petite des
grandeurs proposées.

Autrement dit : Soient A et a deux grandeurs continues de méme es-
pece telles que A > a, et (o;);>1 une suite de rapports égaux ou inégaux
telle que % <a;<1lpouri=1,2,...,considérons les grandeurs

A1 = (1—051)A
A2 = (1—052)A1 = (1—041) (1—0(2)A

k
Ap=JJ1-a)A
i=1
alors il existe N € N tel que (Vn > N)A, < a.
Enfin cette méthode, lors de certaines applications, suppose la pré-
misse dite de la quatriéme proportionnelle qui a été démontrée par al-
Hayyam (1048-1131), qui démontre le théoréme suivant :

Soit A et B deux grandeurs dans un rapport donné, et la grandeur C

donnée de méme espece que A et B, alors il existe nécessairement une qua-

-\ A_C
trieme grandeur D telle que § = .

Une des conditions supposées par Archimeéde pour pouvoir procéder
par la méthode d’exhaustion est que la grandeur retranchée soit plus
grande que la moitié de la grandeur initiale. Quant a la double réduction
a ’'absurde, elle suppose que 'on admette le principe du tiers exclu.

Pour procéder par cette méthode dans la Mesure du cercle, Archimede
a établi dans La sphére et le cylindre les conditions de possibilité pour
inscrire dans le cercle, et pour lui circonscrire, des suites de polygones
— monotones et additives — dont les différences sont inférieures a toute
grandeur donnée.

Il admet comme premier postulat :

De toutes les lignes ayant les mémes extrémités la plus courte est la
droite 3,

30R. Rashed, Les mathématiques infinitésimales, vol. 1, p. 348.
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et il écrit ensuite :

[...] si un polygone est inscrit dans un cercle, il est évident que le péri-
metre du polygone inscrit est plus court que la circonférence du cercle, car
chacun des c6tés du polygone est plus court que 'arc du cercle découpé par
lui 32,

Dans la premiére proposition, il démontre que :

Si on circonscrit un polygone a un cercle, le périmetre du polygone cir-
conscrit est plus grand que le pourtour du cercle 33.

3.2. Le rapport de laire au carré du diamétre

L’énoncé de la proposition 2 est presque identique dans G et A. Dans
G on lit : «Le rapport du cercle au carré de son diametre est celui de 11
a 14.» Dans A on lit : «Le rapport de l'aire de tout cercle au carré de son
diametre est égal au rapport de 11 a 14.»

Le reste de la proposition demeure presque identique dans les deux
textes, a 'exception de la fin de la démonstration :

[...] émel 1 uev AT kdBetog ton €oti Tf ¢k T0D Kévipov, 1| &¢ Baoig Tfig
SLOUETPOV TELTAAGLWV Kol T@) T EyyLoto vepeyovoo delyOnoeTal.

[...] puisque, d'une part, la hauteur AT est égale au rayon du cercle et
que, d’autre part, la base est égale, comme nous le montrerons, au triple du
diametre, augmenté d'un segment égal, avec une grande approximation, a
son septieme 34.

Dans son édition du texte grec, Heiberg propose d’amender ce pas-
sage et écrit :

Hic locus ¢net lin. 2-5 deyyOrjoetal mire confusus transcriptori tribuendus,
qui eum addidit, postquam prop. 2 et 3 permutauit; neque enim Archimedes
hanc propositionem ante prop. 3, qua nititur, posuit 3.

D’autres historiens ont repris cette affirmation ; T. Heath par exemple
écrit :

31 Archimede, Buvres complétes, éd. et trad. Charles Mugler (Paris : Les Belles Lettres,
1970-1972), vol. 1, p. 10.

32 Archimede, Guvres complétes, vol. 1, p. 11.

33 Archimede, Guvres complétes, vol. 1, p. 12. Dans sa rédaction de La sphére et le
cylindre, Nasir al-Din al-Tasi justifie ainsi la place qu’il réserve a sa rédaction de
la Mesure du cercle : «J’ai joint a la fin {de cette rédaction) le livre d’Archimeéde
sur l'aire du cercle, car il a été construit sur quelques axiomes mentionnés dans ce
livre.» Nasir al-Din al-Tus1, Magmi ‘at rasa’il riyadiyya wa-falakiyya (Hyderabad,
1359 AH ; réimpr. Frankfurt am Main, 1998), vol. 1, Kitab al-kura wa-al-’ustuwana,
p- 3.

34 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 236, 1. 2-5.

% Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 237, n. 2.
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The text of this proposition [2] is not satisfactory, and Archimedes can not

have placed it before Proposition 3, as the approximation depends upon the

result of that proposition 3¢

Or dans A ce paragraphe s’écrit, si on utilise les lettres grecques :

[...] puisque la perpendiculaire AT est égale a la droite menée du centre
de ce cercle & son périmetre et que la base I'Z est égale au périmétre, car le
périmetre du cercle est supérieur au triple de son diametre d'un septiéme
du diametre approximativement.

On constate que le membre de phrase souligné est absent de G. On le
trouve également dans le manuscrit arabe traduit en latin par Gérard
de Crémone au x1° siecle :

[...] quoniam perpendicularis AG est equalis linee qui egreditur a centro
circuli ad lineam ipsum circumdantem, et basis I'Z est aequalis circumfe-

rentia circuli, quoniam est plus triplo diametri ipsius et septima diametri

fere 7.

Si cette phrase était ajoutée au texte grec, celui-ci ne serait pas
«confus».

D’autre part, dans A ne figure pas la séquence 1) 8¢ fdoic Thg Soué-
TPOV TPUTANOLWV Kol T) TEyyloto vmepexovoa derydroetat, «la base est
égale, comme nous le montrerons, au triple du diametre augmenté d’'un
segment égal, avec une grande approximation, & son septiéme 38 ».

Dans A, il n’y a a cet endroit aucune référence a la démonstration
dans la troisiéme proposition; la valeur approchée 3+% est supposée
connue.

Reprenons la démonstration selon A.

ProrosriTion 2. Si S est 'aire d’un cercle, d son diameétre, alors % =
11 S _ 22
11> ou 2= 7
$ i p _ 1 _ 22 .
La démonstration suppose connu le rapport ; = 3+;7 = %, mais

n’annonce pas que I’étude de ce rapport se fera dans la proposition 3.

Soit un cercle de diametre AB = d, et CH le carré circonscrit de coté
CD, dont l'aire est d? (voir fig. p. 181 infra). CE = 3CD et EG = %CD.
On a % = %; mais 4 aire(ACD) = aire(CH) = AB? = d2 et
. 1 4S5 22 S 11
aire(ACG) = gpr = S, donc 75 = % et 5 = 5.
3 The Works of Archimedes Edited in Modern Notation, with Introductory Chapters by
T. L. Heath (New York, 1953), p. 93.
3T M. Clagett, Archimedes in the Middle Ages, vol. 1, p. 46.
38 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 236, 1. 2-5.
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3.3. L'approximation du rapport du périmétre au diamétre

Dans la proposition 3 Archiméde non seulement donne un encadre-
ment de ce rapport, mais il le démontre. Cette démonstration a été 1’ob-
jet au siécle dernier de plusieurs commentaires. On voulait surtout sa-
voir si Archimede procéde par anthyphérese, et comment. Plus généra-
lement, on comprend le succes que cette proposition a pu connaitre tout
au long de I'histoire, a tel point qu’elle a parfois été séparée des deux pre-
mieres propositions pour étre copiée ou commentée indépendamment ;
cest ce qu’a fait al-Kindi®°. Elle a également incité les mathématiciens
a chercher une meilleure approximation de ce rapport, comme I'on fait
al-Buzgani, al-Biruni, al-Kasi, Viete et bien d’autres.

3.3.1. Comme, a elle seule, la troisiéme proposition occupe plus de la
moitié de la Mesure du cercle, il sera plus commode d’exposer la démons-
tration telle qu’elle est établie dans la traduction arabe, pour ensuite
commenter la démarche d’Archimede et les différences entre les deux
versions, grecque et arabe.

ProrosiTion 3. Sip désigne le périmeétre du cercle de diametre d, alors
B+¥)d<p<(3+1)d.

Majorons d’abord p. Soit un cercle de centre E, AC son diameétre et G
un point de la tangente en C tel que CEG = % d’un droit (voir fig. p. 183
infra).

On trace les droites EH EI EK ( et EL qui sont respectivement les
bissectrices des angles CEG CEH CEI et CEK.

EG 306 EC 265
—— —_9_ -~
o Ge 153 t o GE + EC EC
Dans le triangle CEG on a — EC — TC d’ou 7(}—; = o donc
EC _ 571
CH =~ 153" )
EH 349450 EH
On en déduit CHE 23409 (car EH2 = EC? + CH?2) et e

% R. Rashed, «Al-Kindi’s commentary on Archimedes’ “The Measurement of the
Circle”»

40 Archimede n’expose que les résultats. Les calculs détaillés sont donnés par al-Kindi
dans son commentaire. Cf. R. Rashed, «Al-Kind1’s commentary on Archimedes’ “The
Measurement of the Circle”», p. 7-53. Archimeéde n’a pas expliqué comment il a

trouvé la double inégalité 282 < /3 < 1738501. Depuis un siécle et demi au moins,

les historiens des mathémag(slues ont déployé beaucoup d’efforts pour retrouver son
cheminement. Cf. par exemple F. Hultsch, «Die Ndherungswerte irrationaler Qua-
dratwurzeln bei Archimedes», Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften
und der Georg-Augusts-Univ. zu Gottingen, 1893, p. 367-428; M. Cantor, Vorlesun-

gen iiber Geschichte der Mathematik, vol. 1, 2° éd. (Leipzig, 1894), p. 301-303; T.
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591
153"
De la méme facon, on montre a partir du triangle HEC que Iz—(lj >
1 1
116;25;—8 et que % > 117125;4; puis, a partir du triangle IEC, on
montre que E > % et que E{ > %' enfin, a partir du
CK 153 CK 153 ~ ’

EC _ 4673 + 3
o CL 153
Mais LEC = é droit ; l1e segment CL est 1a moitié du c6té du polygone

régulier de 96 cotés circonscrit au cercle. Le périmetre de ce polygone est
donc p; = 2CL - 96. On a alors

AC _ 2EC _ 4673+;
p1 2CL-96 14688

triangle KEC, on montre que

Mais 1 1
14688 = <4673 + 2) -3+ 667+ 2

1 1
14688 < <4673 + ) (3 + >

donc

2 7

1

On sait que 3AC est le périmetre de I’hexagone inscrit dans le cercle,
on sait donc que p; > 3AC.
Archimede énonce la conclusion :

1

Heath, A History of Greek Mathematics, vol. 2 (Oxford, 1921), p. 51 sq. ; C. Miiller,
«Wie fand Archimedes die von ihm gegebenen Niherungswerte von v/3?» Quellen
und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik, Abteilung B :
Studien, vol. 2, n° 3 (1932), p. 281-285; J. Itard, Les livres arithmétiques d’Euclide
(Paris, 1962), p. 26-32; E. J. Dijksterhuis, Archimedes (Copenhague, 1956), p. 223 sq.
Un résumé du débat est exposé par T. Heath, The Works of Archimedes, p. LXXX-XCIX.
On peut également citer P. Tannery, «Sur la Mesure du cercle d’Archimede», Mé-
moires de la Société des sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 2° série, 1882,
t. IV, p. 313-337 (réimpr. in P. Tannery, Mémoires scientifiques, vol. 1, p. 226-253).
Au cours de cette discussion, on a évoqué le procédé de Héron d’Alexandrie pour
extraire la racine carrée, et l'itération de ce procédé pour obtenir 'approximation
de /3, aussi bien que la méthode des fractions continues pour trouver toutes les
réduites intermédiaires de /3.
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Le périmeétre du cercle étant p, on a p < p1, donc p < (3 + %) AC.

Démontrons mainteAnant la mi%%%ation.BSoit un cercle de diametre
AC et BAC = 1 droit, o~ =2 = A5 _

N "% BC 780 g = V3 <

On trace les droites AH AI AK et AL qu1 sont respectlvement les

bissectrices des angles BAC HAC IAC et KAC (voir fig. p. 185 infra).
La droite AH coupe BC en G. Les deux triangles rectangles GHC et

AHC sont semblables car HAC = HAB = HCB. On a donc
AH HC AC
HC HG GC
D’autre part dans le triangle ABC dont AG est une bissectrice, on a
AC AB AC+AB
GC BG BC

donc

AH AC+AB
HC BC ’
AH 2911 AC 3013+ 1+
dott —— t —4 AC? = AH? + CH?
U Hc < 780 ¢ cH 780 T + CHO).
De la méme maniére, on montre que g ACL donc E <
M1 T T cH IC
5924 + 1 +1 1823
780 = 540 . On en déduit :
AC 1838+
i it § i 1
CI = 240 1)
AK AC + Al AK 3661+ 1007 o
On KC =——©c1 doncK—C< 940 = 66 ; on en déduit :
AC 1009 + £
T 6 2
KC < 66 @
JAL _AC+AK _ 2016+ o
On L c= CK 66 ; on en déduit :
AC 2017+ 1
L~ 66 @)

La droite CL est le c6té du polygone régulier de 96 c6tés inscrit dans
le cercle; le périmetre de ce polygone est po = 96CL, donc
pe 96CL 96 - 66 6336 10
AC AC 2077+ 7 2017 + 4 71
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10
Si p est le périmetre du cercle, on a p > pg, donc E >3+ TR On a

doncmontrequeﬁ>(3+ Wd;et(3+0)d<p<(3+1)d

3.3.2. Examinons a présent quelques différences entre G et A.

3.3.2.1. La premiére différence porte sur la locution 1 8¢ EI' mpodg
[tv] TZ Aoyov Exer, Ov oEe mpog pvy L. Dans son édition, C. Mugler opte
comme Heiberg pour I'élimination de tjv %2, pour la raison que, dans les
trois manuscrits notés D, E, H, dérivés du manuscrit principal disparu
au cours de la seconde moitié du xvi® siécle, on trouve Ov au lieu de 1
Ov. Cette locution, telle qu’elle se présente, est ainsi traduite : «[...] et le
rapport de ET a I'Z est égal au rapport de 265 a 153 43». Or cette locution
est dite dans A : «le rapport de ET a I'Z est plus grand que le rapport de
deux cent soixante-cing a cent cinquante-trois». Mais on sait que I'Z est

le coté de 'hexagone, donc égal au rayon r = 153, et EI2 = 3r2 = 70227,

EI' 265
donc ET' > 265 et — > 153’ valeur donnée par A.

La valeur donnee par G a mis les historiens dans 'embarras. Ainsi
Ver Eecke écrit que la valeur donnée par G est une approximation 44,
Mais, pour rendre le reste du texte cohérent, il remplace dans son com-
mentaire toutes les inégalités strictes par des inégalités larges. Dijk-
sterhuis pour sa part écrit :

In his terminology Archimedes does not always distinguish between exact
and approximate equality *°

Ce jugement semble un peu trop général pour régler la question de
la cohérence du texte d’Archimede. Il va donc falloir chercher la raison
de la différence entre G et A. Dans A on lit :

- cprmaly BNy B ) rdly Encasly ) dns r il 5 ) s sy

Cette expression traduit : 1) 8¢ EI podg v I'Z peiCova hoyov &xel 1
Ov 0Ee mPOC PVy.

Ainsi pellova, (..Jé.ﬂ, semble étre tombé de la tradition manuscrite a
partir de laquelle G a été établi. D’ailleurs, une fois ce terme disparu,

LIESY

1 Ov, attesté par les manuscrits D, E, H, tous dérivés d'un méme ma-
nuscrit, ne pouvait pas étre longtemps maintenu. Les deux manuscrits

41 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 236.

42 Archimede, Buvres complétes, vol. 1, p. 140.

43 Archimede, Buuvres complétes, vol. 1, p. 140.

44 P. Ver Eecke, Les ceuvres complétes d’Archiméde suivies des commentaires d’Eutocius
d’Ascalon, traduites du grec en francais avec une introduction et des notes (Paris /
Bruxelles, 1921), vol. 2, p. 703, n. 5.

45 E.J. Dijksterhuis, Archimedes, p. 225-226.
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B et G, eux aussi dérivés du méme manuscrit d’origine, ont corrigé en
omettant 7. Ainsi, en 'absence du terme ueiCovo, le rapport d’inégalité
a été transformé en rapport d’égalité. On trouvera la méme erreur dans
le texte commenté par Eutocius 46

L’autre différence entre G et A est I’écriture des nombres : en arabe,
ils sont écrits en toutes lettres. Or on sait que les traducteurs en arabe
des textes arithmétiques — Qusta b. Luga par exemple dans les traduc-
tions des Arithmétiques de Diophante — procédaient ainsi pour éviter le
risque d’erreur lors de la copie.

3.3.2.2. Un autre exemple de la différence entre G et A : dans G, on
trouve la locution koi évaALGE kol ovVOETL, «et par permutation et par
composition», que Heiberg propose de supprimer. Il écrit :

Les mots suivants [kai évoAMGE kai ouvOiTL] ont été introduits ici par un

copiste suivant un ordre fautif, d’aprées Eutocius 47.

Or cette locution n’existe pas dans le manuscrit grec traduit en arabe
dans A.
3.3.2.3. Troisieme différence :

B ) gy oDy ety BLEy o) ds o sl T I S iy

[...]donc le rapport de EK a I'K est plus grand que le rapport de 2339 + i
a 153.

Cette locution est absente de G, mais figure dans le commentaire
d’Eutocius : ‘H EK &pa mpog tiv TK peilova Adyov €xet, i dv PTAd &
mpog vy 8. Omise dans G, cette locution devait se trouver a cette place,
comme l'indiquent les autres calculs d’Archimede. Elle figure également
dans le texte d’al-Kindi*°.

3.3.2.4. On lit dans G la locution ‘H ET dpa mpdg v AT peilova
[uniker] Adyov Exeu fimep T& Oyoy & wodg vy ®?, «Le rapport de EI' a AT
en longueur est donc plus grand que...» Heiberg propose de supprimer
«en longueur», unkel. Mais ce terme est bien présent dans le grec que
traduit A. On lit en effet :

[o] o sl gl 3 J = ) s i

46 Archimede, Buvres complétes, vol. 4, Commentaires d’Eutocius et fragments, éd. et
trad. par Charles Mugler (Paris : Les Belles Lettres, 1972), p. 145, 1. 14.

47 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 237, n. 4.

8 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 3, p. 240, 1. 12-13.

“R. Rashed, «Al-Kindi’s commentary on Archimedes’ “The Measurement of the
Circle”», p. 36.

50 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 238.
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ol on trouve I'expression k! . «en longueur». Il est vrai que, sans ce

terme, le texte est correct, mais unkelL ajoute un sens supplémentaire, a
savoir que le rapport entre longueurs est un rapport rationnel. Autant
de raisons pour ne pas le supprimer et laisser le texte tel qu’il est.

3.3.2.5. Dans G on a la locution suivante : el oOv 1] V10 ZET tpitou
ovoa 6p0fic TéTunTaL TETPAKLS dtya, 1 vmd AET dpBfic ott un®l, «puisque
Pangle ZET égal au tiers d'un angle droit a été divisé en deux moitiés
quatre fois, I'angle AET est la 48° partie de I'angle droit».

Dans A on lit : «Puisque I'angle ZET est égal & un tiers d’'un angle
droit, il s’ensuit que ’angle AET est une partie de quarante-huit parties
d’un angle droit.» Il manque donc & A la locution tétuntol tetpdkLg diya,
«a été divisé quatre fois en deux parties». Cette locution est également
absente du commentaire d’Eutocius.

3.3.2.6. On lit dans G : 'Emei oOv {on éotiv 1) V0 BAH tff vd HI'B,
A kol T Vo HAT, kai 1) vtd HIB tff vmd HAT otwy Tom. koi kown
1) Vtd AHT 6p0n° kol Tpitn dpa M vtd HZT tpity T vtd ATH ton. ioo-
yaviov dopa 1 AHT t® THZ tprywve 52, «puisque 'angle BAH est égal a
Iangle HI'B et aussi a 'angle HAT, I'angle HI'B est aussi égal a HAT. De
plus I'angle droit AHI' est commun, par conséquent le troisieme angle
HZT est égal au troisiéme angle ATH. Il s’ensuit que le triangle AHT est
équiangle au triangle THZ.»

Voici la traduction du paragraphe correspondant dans A : «Puisque
Pangle BAH est égal a 'angle HI'B (et que 'angle BAT a été partagé en
deux moitiés par la droite AH), il faut que 'angle HI'B soit égal a ’angle
HAT. Or I’'angle AHT est commun, les angles du triangle AHT sont donc
égaux aux angles du triangle HT'Z.»

Notons que la locution entre parenthéses manque a G. Par ailleurs,
les deux rédactions ne sont pas identiques. Partant de la rédaction
grecque, Eutocius a été obligé d’expliquer pour conclure la similitude
de deux triangles, implicite dans G 53.

On peut conclure de la comparaison précédente que la traduction
dans A est celle d'un manuscrit grec différent de ceux qui sont a 'origine
de I’édition de Heiberg, plus complet et moins défectueux, et aussi plus
ancien.

3.3.3. Remarques.

3.3.3.1. Dans la démonstration de la premiere partie, on procede par
des divisions successives en moitiés de 'angle CEG = % droit, pour pou-

81 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 238.

52 Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 1, p. 240.
% Archimedis Opera omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 3, p. 238, 1. 1-8.
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voir former une figure rectiligne multiangle — i. e. un polygone régulier
circonscrit au cercle. On a ainsi commencé par former un hexagone, puis
un dodécagone, et ainsi de suite jusqu’a un polygone régulier a 96 cotés
—pgg. Comme on a supposé EG = 2r = 306 et GC = %EG = 153, le choix
de ces valeurs, comme de celles de 1560, 780 dans la seconde partie, est
parce que % =2 et EC?2 = 3CG2.

Si on pose CG = a, on a EC? = 3a2 et EC = a/3. Il est possible que
a ait été choisi pour que le nombre 3a? soit voisin d’'un nombre entier.
Si en effet a = 153, on a a®? = 23409 et 3a2 = 70227; le nombre 3a>
est trés voisin de 70225 = 2652. L’erreur faite si on prend aVv3 = 265
est négligeable. Si @ = 780, on a a®> = 608400, nombre trés voisin de
1825201 = 13512, Ierreur faite si on prend av/3 = 1351 est négligeable.

Les autres calculs exigent encore des calculs de racines carrées. Les
erreurs relatives que 'on commet en donnant la valeur approchée d'une

1

racine a une unité pres, ou a ; pres, ou a % pres, sont d’autant plus

petites que le nombre dont on extrait la racine est plus grand.

3.3.3.2. L'encadrement obtenu est d’amplitude % — % = 4%7 ~ ﬁ.

La moyenne des deux bornes est (3 + %—? + %) = (3 + %) ~ (3 + %).
Elle donne une valeur approchée de 7 avec une bonne approximation.
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4. EDITION ET TRADUCTION
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Au nom de Dieu clément et miséricordieux A2Y
B 98"

Livre d’Archimeéde sur la mesure du cercle

— 1 — Tout cercle est équivalent au triangle rectangle dont I'un des
deux cOtés qui entourent I'angle droit est égal au demi-diametre du
cercle et dont 'autre est égal au périmetre du cercle.

Que le cercle ABCD soit équivalent au triangle E, selon ce que nous
avons posé précédemment dans 1’énoncé.

Je dis que l'aire du cercle est égale a I'aire du triangle.

S’il n’en est pas ainsi, alors le cercle est ou bien plus grand ou bien
plus petit que lui'. Qu’il soit d’abord plus grand que lui. Inscrivons dans
le cercle le carré AC. Alors il se sépare du cercle ABCD {une partie) plus
grande que sa moitié, soit le carré AC. Partageons I'arc APB en deux
moitiés et les arcs homologues toujours en deux moitiés au point P et aux
points homologues de celui-ci, et joignons AP, PB et leurs homologues.
Ainsi, il se sépare également du reste, des portions du cercle ABCD,
{des parties) plus grandes que sa moitié, soit APB et ses homologues.
Si nous poursuivons en procédant ainsi, il restera des portions qui sont
inférieures a la grandeur de 'excédent du cercle sur le triangle E. La
figure rectiligne polygonale inscrite dans le cercle est alors plus grande
que le triangle. Posons N le centre du cercle et menons la perpendiculaire
NX. La droite NX sera alors plus petite que I'un des c6tés du triangle
qui entourent I'angle droit? et le périmeétre du polygone est plus petit
que le c6té qui reste, car il est également plus petit que le périmetre du
cercle. Mais ce qui résulte du produit de l'un des deux cétés du triangle
qui entourent l'angle droit par Uautre, c’est-a-dire le double de l'aire du
triangle, est plus grand que le produit obtenu de NX par le périmétre du
polygone, | c’est-a-dire le double de aire du polygone. Les moitiés de ceux- A 3"
ci le sont également. Le triangle est donc supérieur au polygone; or il lui
était inférieur, ce qui est absurde et ne se peut pas.

De méme, que le cercle soit inférieur au triangle E, si ceci est possible.

Circonscrivons au cercle un carré, soit le carré OQ. Alors il se sépare
du carré OQ {une partie) plus grande que sa moitié, c’est-a-dire le cercle.

1 En italique : absent du texte grec.
% L’angle droit du triangle E.
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Partageons 'arc BA en deux moitiés au {point) P | et les arcs homo- B 99’
logues toujours en deux moitiés. Qu’il passe par les points de division des
droites tangentes au cercle, la droite GI se partage alors en deux moitiés

au point P et la droite NQ est perpendiculaire a GI, il en est de méme

pour les droites qui leur® sont homologues. Puisque QG et QI {réunies)

sont supérieures a IG, leurs moitiés sont supérieures a sa moitié. La
droite QI est donc supérieure a IP, qui est égale a IB. Le triangle QPI est

donc supérieur a la moitié du triangle QPB, il le sera encore davantage

a la moitié de la figure QPJB entourée par les deux droites BQ et QP et

larc BJP. De méme, le triangle QPG sera supérieur a la moitié de PUAQ,

donc IQG tout entier est supérieur a la moitié de la figure AUPJBQ. De
méme, les triangles qui lui sont homologues sont plus grands que la moi-

tié des homologues de l’autre portion. Si nous poursuivons en procédant
ainsi, il restera des portions extérieures au cercle et dont la somme est
inférieure a I'excédent du triangle E sur le cercle ABCD. Qu'’il reste la
portion PGA et les portions qui lui sont homologues. La figure rectiligne
circonscrite au cercle est alors inférieure au triangle E, ceci n’est pas
possible car elle lui est supérieure. En effet, NA est égale a la hauteur

du triangle et le périmeétre du polygone est supérieur a I'autre c6té du
triangle, qui entoure I’angle droit, car il est supérieur au périmetre du
cercle. Le résultat du produit de AN par le périmétre du polygone | est su- A 3"
périeur au produit de l'un des deux cétés du triangle qui entourent 'angle

droit par lautre. Le cercle n’est donc pas inférieur au triangle E. Mais on

a montré précédemment qu’il ne lui est pas supérieur. Le cercle ABCD

est donc | équivalent au triangle E. B 99"

3 Les homologues de GI et NQ. Dans le texte : «qui lui sont homologues».
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Q | B M
J
P
Gl /x
A N c
3 o)
E

De méme laire du triangle E est égale au résultat du produit de sa
hauteur par la moitié de sa base. Mais sa hauteur est égale au demi-
diamétre du cercle ABCD et sa base est égale au périmétre du cercle
ABCD. Le résultat du produit du demi-diamétre par la moitié du péri-
meétre du cercle ABCD est donc égal a Uaire du triangle E. Ce qu’il fallait
démontrer.

C’est pourquoi, le produit du demi-diamétre par la moitié d’une por-
tion du périmétre est Uaire de la figure entourée par cette portion et par
les deux droites menées des deux extrémités de la portion au centre.

| — 2 — Le rapport de l’aire de tout cercle au carré de son diametre est A 4
égal au rapport de onze a quatorze.

Soit la droite AB le diameétre du cercle, que 'on circonscrive au cercle
le carré CH. Soit DC la moitié de la droite DE et soit la droite EG un
septiéme de CD. Puisque le rapport du triangle ACE au triangle ACD
est égal au rapport de vingt et un a sept et que le rapport de ACD a
AEG est égal au rapport de sept & un, le rapport du triangle ACG au
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triangle ACD sera égal au rapport de vingt-deux a sept. Mais le carré CH
est le quadruple du triangle ADC et le triangle ACG est égal au cercle
AB, puisque la perpendiculaire AC est égale a la droite menée du centre
de ce cercle a son périmetre et que la base CG est égale au périmetre,
le périmetre du cercle étant supérieur au triple de son diameétre d'un
septieéme du diameétre approximativement *.

I1 est donc clair d’apres ce que nous avons dit que le rapport du cercle
AB au carré CH est égal au rapport de onze a quatorze. Ce qu’il fallait
démontrer.

C D E G

< ——

N

— 3 — Pour tout cercle, le périmetre excede le triple de son diametre
de moins d’un septiéme de diametre et de plus de dix parties de soixante
et onze parties du diameétre.

Soit | AC un diameétre d’'un cercle, E son centre, la droite DG une tan- A 4"
gente au cercle et 'angle GEC un tiers d’'un angle | droit. Le rapport de B 100"
EG a GC est donc égal au rapport de trois cent six a cent cinquante-trois
et le rapport de EC a GC est supérieur au rapport de deux cent soixante-
cing a cent cinquante-trois. Partageons 'angle GEC en deux moitiés par
la droite EH, le rapport de GE a EC est donc égal au rapport de GH a HC,
le rapport de la somme de GE et EC a GC est alors égal au rapport de EC
a CH, le rapport de CE a CH sera alors supérieur au rapport de cinq cent
soixante et onze a cent cinquante-trois. Le rapport de EH en puissance a
CH en puissance est donc supérieur 5 au rapport de trois cent quarante-
neuf mille quatre cent cinquante a vingt-trois mille quatre cent neuf.
Quant a son rapport a celui-ci en longueur, il est supérieur au rapport

>
w

4 Résultat qui est établi dans la proposition 3.
® Littéralement : égal.
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de cinq cent quatre-vingt-onze et un huitiéme a cent cinquante-trois.
Partageons de méme en deux moitiés I'angle HEC par la droite EI. Pour
les mémes raisons que nous avons évoquées, on montre que le rapport
de EC a CI est supérieur au rapport de mille cent soixante-deux plus
un huitiéme a cent cinquante-trois ; le rapport de IE a IC est donc supé-
rieur au rapport de mille cent soixante-douze plus un huitiéme a cent
cinquante-trois. De méme, partageons 'angle IEC en deux moitiés par
la droite EK; le rapport de EC a CK est donc supérieur au rapport de
deux mille trois cent trente-quatre plus un quart a cent cinquante-trois,
donc le rapport de EK a CK est supérieur au rapport de deux mille trois
cent trente-neuf plus un quart a cent cinquante-trois. De méme, parta-
geons 'angle KEC en deux moitiés par la droite LE, donc le rapport
de EC a CL en longueur | est supérieur au rapport de quatre mille six A5
cent soixante-treize et un demi a cent cinquante-trois. Puisque 'angle
GEC est égal a un tiers d’'un angle droit, il s’ensuit que ’'angle LEC est
une partie de quarante-huit parties d'un angle droit. Construisons au
point E un angle égal a 'angle LEC, soit ’'angle CEM ; 'angle LEM est
donc une partie de vingt-quatre parties d'un angle droit, la droite LM est
donc le c6té du polygone circonscrit au cercle et qui a quatre-vingt-seize
angles égaux. Puisque nous avons montré que le rapport de EC 4 CL est
supérieur au rapport de quatre mille six cent soixante-treize et un demi
a cent cinquante-trois, que le double de EC est la droite AC et que le
double de CL | est la droite LM, il s’ensuit nécessairement que le rap- B 100"
port de AC au périmeétre du polygone ayant quatre-vingt-seize angles est
supérieur au rapport de quatre mille six cent soixante-treize et un demi
a quatorze mille six cent quatre-vingt-huit, et celui-ci est plus grand que
le triple ® {du premier) de six cent soixante-sept et un demi, dont le rap-
port a quatre mille six cent soixante-treize et un demi est inférieur a un
septiéme. II faut donc que le polygone ? circonscrit au cercle | soit supé- A 5"
rieur au triple de son diamétre de moins d’un septiéme du diametre. A
plus forte raison le périmetre du cercle est moindre que le triple de son
diameétre plus son septiéme.

6 Littéralement : de son triple.
" Sous-entendu, le périmétre de la figure.
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A

CLKI H G

Soit un cercle de diametre AC, 'angle BAC un tiers d’'un angle droit.
Le rapport de AB a BC est alors inférieur au rapport de mille trois cent
cinquante et un a sept cent quatre-vingts. Quant au rapport de AC a
CB, il est égal au rapport de mille cinqg cent soixante a sept cent quatre-
vingts, car AC est le double de CB.

Partageons I'angle BAC en deux moitiés par la droite AH, puisque
Iangle BAH est égal a 'angle HCB et que l'angle BAC a été partagé en
deux moitiés par la droite AH, il s’ensuit que 'angle HCB est égal a
Pangle HAC. Or I'angle AHC est commun, les angles du triangle AHC
sont donc égaux aux angles du triangle HCG. Le rapport de AH a HC est
égal au rapport de CH a HG, est égal au rapport de AC a CG et est égal
au rapport de la somme de CA et AB a BC. Donc le rapport de la somme
de CA et AB a BC est égal au rapport de AH a HC. On montre a partir
de cela que le rapport de AH a HC est inférieur au rapport de deux mille
neuf cent onze a sept cent quatre-vingts et que le rapport de AC a CH
est inférieur au rapport de trois mille treize plus un demi plus un quart
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a sept cent quatre-vingts. Partageons I'angle CAH en deux moitiés par
la droite Al, il est alors clair, d’aprés ce que nous avons évoqué, que le
rapport de Al a4 IC est inférieur au rapport de cinqg mille neuf cent vingt-
quatre | plus un demi plus un quart a sept cent quatre-vingts, ce qui B 101"
est égal au rapport de mille huit cent vingt-trois & deux cent quarante,
car le rapport de chacun des deux premiers nombres a son homologue
des deux derniers nombres est égal au rapport de trois plus un quart a
I'unité; le rapport | de AC a CI sera inférieur au rapport de mille huit A6
cent trente-huit plus neuf parties de onze parties de 'unité a deux cent
quarante. Partageons de méme I'angle IAC en deux moitiés par la droite
AK. Le rapport de AK a KC est donc inférieur au rapport de trois mille
six cent soixante et un plus neuf parties de onze parties de l'unité a deux
cent quarante, ce qui est égal au rapport de mille sept a soixante-six car le
rapport de chacun des deux premiers nombres a son homologue des deux
derniers nombres est égal au rapport de quarante a onze. Le rapport de
AC a KC est donc inférieur® au rapport de mille neuf plus un sixiéme
a soixante-six. Partageons de méme I'angle KAC en deux moitiés par la
droite LA. Le rapport de AL a LC est donc inférieur au rapport de deux
mille seize plus un sixiéme a soixante-six, donc le rapport de AC a CL est
inférieur au rapport de deux mille dix-sept plus un quart a soixante-six.
Sinous inversons, le rapport du périmetre du polygone — dont chacun des
cOtés est égal a la droite CL — au diametre sera supérieur au rapport de
six mille trois cent trente-six & deux mille dix-sept plus un quart. Mais
les six mille trois cent trente-six sont supérieurs au triple de deux mille
dix-sept plus un quart de plus de dix parties de soixante et onze parties
de deux mille dix-sept plus un quart d’unité.

Le périmetre du polygone ayant quatre-vingt-seize angles, inscrit
dans le cercle, excéde le triple de son diametre de plus de dix parties
de soixante et onze parties {de ce diameétre). Le périmetre du cercle | A6"
est donc supérieur au triple de son diameétre de plus de dix parties de

8 Littéralement : égal.
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185 R. RASHED

soixante et onze parties, son excédent a cette grandeur est supérieur
a 'excédent de la somme des cotés du polygone. Donc le périmetre du
cercle excede le triple de son diameétre de moins de son septiéme et de

plus de dix parties de soixante et onze parties {de ce diameétre). Ce qu’il
fallait démontrer.

Or-x

Le livre d’Archimeéde sur la mesure du cercle est achevé.
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