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Abstract. We study dissipative twist maps of the annulus, following the ideas of
G. D. Birkhoff explained in an article of 1932.

In the first part, we give complete and rigorous proofs of the results of this article.
We define the Birkhoff attractor of a dissipative twist map which has an attracting
bounded annulus, we give its main properties and we define its upper and lower
rotation numbers.

In the second part we give further results on these sets, thus we show that they
often coincide with the closure of a hyperbolic periodic point and that they can
contain an infinite number of sinks. We also show that the Birkhoff attractors don't
depend on a continuous way on the maps.

Introduction
L'un des derniers resultats de la riche theorie des diffeomorphismes de l'anneau
T1 xIR preservant les aires et deviant la verticale est celui obtenu independamment
par Aubry et Mather sur l'existence d'orbites ordonnees et plus precisement
d'ensembles compacts invariants par/, minimaux, se projetant injectivement sur T1

et tels que / preserve sur ces ensembles l'ordre donne par la projection sur T1 (voir
Chenciner [Che] pour un expose complet de ces resultats). Un tel ensemble que
Ton appelera au cours de cette etude un ensemble d'Aubry-Mather est forme d'orbites
ordonnees possedant toutes le meme nombre de rotation, element de T1 pour f,
element de R pour tout relevement / de / a R x R.

Ce travail est consacre principalement a l'etude des ensembles d'Aubry-Mather
des diffeomorphismes dissipatifs de l'anneau et deviant la verticale. II a pour base
un article de Birkhoff ([Bl]) dans lequel celui-ci, apres avoir donne un resultat
important sur les diffeomorphismes de l'anneau preservant la mesure et deviant la
verticale (voir Herman [He2]), etudie la composee d'un tel diffeomorphisme et
d'une contraction radiale dans une zone d'instabilite.

Le premier chapitre de ce travail, apres un paragraphe de notations et de rappels
sur les homeomorphismes du cercle et la topologie du plan, est consacre a l'article
de Birkhoff. Nous suivons le plan de celui-ci en donnant les demonstrations precises
et rigoureuses des resultats qu'il obtient. Nous considerons une couronne C <= T1 x R
delimitee par deux graphes disjoints d'applications continues de T1 dans R et un
diffeomorphisme / :C-»In tC deviant la verticale a droite et dissipatif (i.e. qui
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diminue les aires). Nous definissons alors dans le § 2 l'attracteur de Birkhoff A]
obtenu a partir du compact connexe A0 = (~]neNf(C) en ne considerant que les
points qui sont adherents a chacune des deux composantes connexes de son com-
plementaire. Nous-obtenons ainsi un compact connexe invariant pa r / et frontiere
commune des deux composantes connexes de son complementaire. En utilisant les
proprietes des chemins negatifs, definis au § 3, nous obtenons dans le raeme para-
graphe une propriete geometrique verifiee par A], celle d'etre 'roule vers la droite'
et surtout le resultat suivant (voir § 4): l'image par/^1 d'un point de A, radialement
accessible par le bas (resp. par le haut) est lui-meme radialement accessible par le
bas (resp. par le haut). Nous en deduisons, au § 5, l'existence d'un ensemble
d'Aubry-Mather forme de points radialement accessibles par le bas (resp. par le
haut); les nombres de rotation reels p et p+ de ces ensembles definis pour un
relevement f de f ne sont pas forcement egaux et nous donnons dans le § 8 un
exemple ou il en est ainsi. En interpretant ces nombres de rotation en termes de
bouts premiers (voir § 6), nous pouvons donner une demonstration du resultat
suivant de Marie Charpentier ([Chal]) (voir § 7): si p~~ # p+, alors A) est un continu
indecomposable; il ne peut pas s'ecrire comme reunion de deux compacts connexes
propres. On obtient dans ce cas un ensemble dont la dynamique et la topologie
sont tres compliquees.

Dans le chapitre II, nous considerons des diffeomorphismes definis cette fois-ci
sur 1'anneau T1 xIR tout entier, deviant la verticale et dissipatifs. Dans le § 9, nous
montrons comment Ton peut prolonger l'application definie dans le premier chapitre
en un tel diffeomorphisme, et nous rappelons les proprietes de ceux-ci. Nous
rappelons en particulier l'existence d'un element minimal au sens de l'inclusion
parmi les ensembles compacts connexes invariants et separant T'xR, appele attrac-
teur de Birkhoff, qui est la frontiere commune des deux composantes connexes de
son complementaire, et d'un intervalle forme des nombres de rotation d'ensembles
d'Aubry-Mather et dont chacune des bornes correspond a un ensemble d'Aubry-
Mather forme de points radialement accessibles de l'attracteur de Birkhoff.
L'existence d'un intervalle de nombre de rotation nous indique alors une analogie
entre l'etude des attracteurs de Birkhoff, celle des diffeomorphismes de 1'anneau,
preservant la mesure et deviant la verticale et celle des endomorphismes de degre
1 du cercle. Chacun des deux derniers cas apparait d'ailleurs comme un cas limite
de celui des attracteurs de Birkhoff (voir § 11).

Nous nous interessons ensuite a differents problemes sur les attracteurs de
Birkhoff. Ainsi, par le resultat precedent, nous savons deja qu'un attracteur de
Birkhoff dont les deux nombres extremes sont distincts possede une infinite d'orbites
periodiques, nous pouvons montrer en fait (voir § 14) qu'on peut avoir une infinite
d'orbites periodiques attractives. Nous etudions pour cela la dependance de l'attrac-
teur de Birkhoff par rapport a la fonction et nous montrons dans les § 10 et 12 que
l'application qui a / associe son attracteur de Birkhoff est semi-continue inferieure-
ment pour la C'-topologie, mais n'est pas continue. Enfin dans le § 13, on s'interesse
a l'hyperbolicite possible des ensembles d'Aubry-Mather. On peut avoir dans l'attrac-
teur de Birkhoff une infinite d'ensembles de Cantor d'Aubry-Mather hyperboliques,
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mais jamais un ensemble de Cantor hyperbolique forme de points radialement
accessibles. Finalement, dans le § 15, nous examinons les attracteurs de Birkhoff
qui ont un unique nombre de rotation.

Je remercie Michel Herman de m'avoir propose ce travail et d'avoir su me pousser
a le mener au bout. Je remercie egalement Raphael Douady et Albert Fathi pour
leurs nombreuses remarques qui ont permis d'ameliorer le contenu et la redaction
de ce texte, ainsi que Bernadette Barbichon pour la competence avec laquelle elle
a tape le manuscrit.

CHAPITRE I: RESULTATS PRINCIPAUX SUR LES ATTRACTEURS DE
BIRKHOFF

On expose dans cette partie les resultats de Birkhoff ([Bl]) en suivant le plan de
son article et en donnant les demonstrations rigoureuses qui manquent. On retrouvera
aussi des resultats de Marie Charpentier ([Chal]) a propos des attracteurs de Birkhoff
ainsi que d'autres resultats supplementaires.

1. Notations et rappels
1.1. On note D, D, S1 les sous-ensembles de C suivants:

= {zeC| |z |<l},

On note T1 =R/Z le tore de dimension 1 muni de sa distance et de son orientation
usuelle.

On note A la variete T'xR, la forme dd A dr definit alors sur A une orientation
et la mesure de Lebesgue notee m.

On suppose A plongee dans la sphere S2 = {{x, y, z)eU3

l'application:

sl\ + r2COS2TT0,- • %\n 2nd,-

z2=l} par
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On appelle /?, et p2 les projections canoniques de A:

p^A-^T1, (0, r)<-*d; p2:A-»R, (0,

On definit de meme sur le revetement universel A = RxR de A, les projections
PJ : A-*! 1 , (0, /•)>-> 0 et p2: A ^ R , (0, /•)<-» r.

On note IT : A ->A la projection canonique et T: A -» A la translation definie pour
( 0 , r ) e A p a r f{6, r) = (0 + 1, r).

On note X = ^ " ' ( X ) c A la preimage de toute partie X c A .
Onecrit ip :U-*U pour le relevement d'une application i / cT '^R; et si ip0, </», :T'-»

U sont deux applications verifiant 0O(0)< 1/̂ (0) (resp. i/»o(0)<^,(0)) pour tout
0 e T ' , on note tl/0s i//, (resp. «/f0< i/^).

Si x et x' sont deux points de A, on appelle segment oriente [x, x'] l'application
y:[O,l]->A,ti->tx'+(l — t)x et segment [JC, X'] l'ensemble y([0,1]). On ecrira aussi
]x, x'[ pour designer l'ensemble y(]0,1[).

De meme, si x et x' sont deux points de A et si p1(x)-pi(x') 5-^mod 15 on
appellera segment oriente [x, x'] (resp. segment [x, x']) l'application n°y (resp.
l'ensemble TT° y([0,1])) ou y est le segment [x, x'], les points x, x 'e A verifiant
77(x) = x, 7r(x^) = x' et | p , ( x ) - p , ( x ' ) | < i

On ecrira Y, Fr Y, Int Y, X\ Y pour l'adherence, la frontiere, l'interieur et le
complementaire d'une partie Y d'un espace topologique X.

Si X est un espace topologique et si / est un homeomorphisme de X, on appelle
ensemble a-limite (resp. w-limite) d'un point x e X , et on note a(x) (resp. w(x))
l'ensemble des valeurs d'adherences de la suite (/~"(x))n e N (resp. (/"(x))n e N), c'est
un ferme invariant par /

1.2. On note v le vecteur de R2:v = (0,1).
On definit pour tout /3 6 ]0, ir/2[ le cone C7(/3) forme par les demi-droites OD

verifiant (angle (OD, O0) |< ( i r /2 ) - /3 et Cn(P) le cone oppose, C,,(P) = -C,(/3).

Definition (voir Herman [He2]). On dit qu'un diffeomorphisme de classe C\
f: W-* W ou W et W sont des ouverts de A, preservant l'orientation, devie la
verticale a droite si, l'espace tangent de A etant muni de sa trivialisation canonique,
il existe /3 e ]0, TT/2[ tel que les applications Dfx et £>/"•' verifient, pour tout xe W
et pour tout x'e W, les relations:

Dfx(y)eC,(p), D/-1(v)eC,,(/3).
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Remarque. Pour tout xe W et pour tout x'e W, on a:

/>,°D/x(-tg/3, l )>0 et p,°D/;.1(tgj8,l)<0.

1.3. On dira qu'un homeomorphisme f:X-*X' entre deux parties X et X' de A
est dissipatif s'il existe a e ]0,1 [ tel que, pour tout borelien Y <=: X, on ait: m (/(Y)) <
am(Y).

1.4. On va se donner, dans la partie I, deux applications i/T et i/f+:T'-*R continues
avec 4>~<4)+. On definit alors l'ensemble C = {(6, r)\ 6eJ\ i/T(0)< r< </<+(0)},
c'est la couronne bordee par les courbes, orientees positivement C~ et C+ graphes
respectifs de t/»~ et i/f+.

La couronne C plongee dans S2 separe cet ensemble en deux ouverts simplement
connexes notes U et V de frontiere respective C et C .

On notera pour tout x = (6, r)e C (resp. x = (6, r)e C = 77~'(C))

V-(x) = (6) x[4,-(0), r] (resp. V~(x) = {0} x[$-(§), r]

V+(x) = {0}x[r,4,+(d)] (resp. V+(x) = {d}x[rJ+

On notera pour tout 9 e T1 (resp. 0 e R):

Ve = {e}x[^-(0), ^(6)] (resp. V ^ i f l l x ^ f l ) ,

1.5. On se donne ensuite une application / : C -»Int C, verifiant:
(i) / est un homeomorphisme de C sur son image, homotope a l'identite;
(ii) / est un C'-diffeomorphisme de Int C sur son image, deviant la verticale a

droite;
(iii) / est dissipatif.

La condition /(C)<= Int C donne l'existence d'un ensemble attractif fln>o/"(C)
pour cette application. On etudiera dans la partie I les premieres proprietes de cet
attracteur dues au caractere dissipatif de /, puis surtout celles qui proviennent de
la deviation de la verticale.

1.6. Rappels de topologie du plan et de la sphere (voir Newman [Newm] ou Kuratowski
[Ku]). Si X est un ferme connexe de S2, les composantes connexes de S2\X sont
toutes simplement connexes.

Si W est un ouvert connexe, simplement connexe de S2, alors la frontiere de W
est connexe.

Un ensemble de (R2 ou de S2 homeomorphe a T1 est appele une courbe de Jordan.
Le complementaire d'une courbe de Jordan de S2 est forme de deux composantes
connexes simplement connexes; le complementaire d'une courbe de Jordan de U2

est forme de deux composantes connexes, l'une bornee et simplement connexe
appelee composante interieure, l'autre non bornee et appelee composante exterieure.

1.7. Rappels sur les homeomorphismes du cercle (voir Herman [Hel]). Si g est un
homeomorphisme de U verifiant g(0 + l) = g(8) + l pour tout deU, alors la suite
(gn —Id)/n converge uniformement, quand n tend vers ±oo, Vers une constante,
notee p{g), appelee nombre de rotation de g, et on a la relation suivante pour tout
reel 6 et tout entier keZ:

-l<gk(6)-e-kp(g)<l.
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Si g est un homeomorphisme de T1, homotope a l'identite et si g est un relevement
a R de g, l'element du tore p(g) mod 1 est alors independant du relevement choisi
et definit le nombre de rotation p(g) de g.

Si g est un homeomorphisme de T1, homotope a l'identite et verifiant p(g) =
(p/q) mod 1, alors Fensemble a-limite et l'ensemble w-limite d'un point x de T1

sont des orbites periodiques de g de periode q. Ces orbites dependent de x.
Si g est un homeomorphisme de T1, homotope a l'identite et verifiant p(g) £ Q/Z,

alors l'ensemble a-limite et l'ensemble w-limite de tout point sont egaux et ne
dependent pas du point. Cet ensemble est soit T1, auquel cas g est topologiquement
conjugue a la translation x^> x + p(g) mod 1, soit un ensemble de Cantor.

Si g et g' sont deux homeomorphismes de T1 topologiquement conjugues par un
homeomorphisme homotope a l'identite, alors p(g) = p(g')-

2. Definition et premieres proprietes des attracteurs

2.1. On considere done ici la eouronne C (1.4) et l'application/ (1.5). On remarque
d'abord que tout borelien invariant pa r / est de mesure nulle (en effet si f(X) = X,
alors m(X)<am{X)).

2.2. DEFINITION et PROPOSITION [Bl]. On pose Ao = r i n a o /" (C) . C"est un compact
connexe non vide, invariant par f. Cet ensemble separe C en deux ouverts Uo et Vo

contenant respectivement C~ et C et tels que t / o u U et Vou V (notations 1.4) soient
des ouverts simplement connexes de S2.

Demonstration. L'ensemble Ao, intersection decroissante de compacts connexes non
vides, est un compact connexe non vide. Par la condition (i) de 1.4, l'ouvert S2\f"(C)
est forme de deux ouverts connexes, simplement connexes U" et V" contenant
respectivement U et V (notations 1.4). Les ouverts ()o = IJn>o U" et Vo = Unao V"
reunions croissantes d'ouverts connexes et simplement connexes sont aussi connexes
et simplement connexes et de plus ne s'intersectent pas. La proposition suit avec
Uo=UonC et Vo=VonC.

L'invariance de Ao est evidente: n ^ i

2.3. Remarque. L'attracteur ainsi defini depend du bassin d'attraction. Si C" est une
eouronne contenue dans C, bordee par deux graphes r = il/'+{6)etij/'~(d)ou iA'~< iA'+

et s i / ( C ' ) c Int C , on peut avoir f^nsof(C') ^ Ao (il suffit qu'il y ait un point
periodique de / dans C\C). On va done definir une partie irreductible de cet
attracteur qui ne depende pas du bassin d'attraction.

2.4. DEFINITION et PROPOSITION [Bl]. On pose A, = Fr Uon Fr Vo. C'est un compact
connexe non vide, invariant par f. Cet ensemble separe C en deux ouverts Ux et V,
contenant respectivement Uo et Vo et tels que U, u U et V,u V soient des ouverts
connexes et simplement connexes de S2. De plus, A! est independant du bassin
d'attraction et on a: At = Fr Ux = Fr V,.

Demonstration. On va utiliser 1.6 et le fait que Ao etant invariant par/, il est de
mesure nulle et done d'interieur vide (voir 2.1).
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L'ensemble Uo (voir 2.2) est un ferme connexe de S ne rencontrant pas Vo.
Puisque Ao est d'interieur vide, l'ouvert S2\ 00 n'est forme que d'une composante

A A

connexe; elle contient Vo et est simplement connexe. On la note V,. De meme,
S2\ % = Ui ou {/, est un ouvert connexe simplement connexe contenant Uo. Puisque
Ao est d'interieur vide, on a les relations: S2 = L/Ou Vjj, V^cz v0 et V, = Vo. On en

A JT 5T A A A A * • jc

deduit Fr V,cLfonV0 = Fr Uon Fr Vo et reciproquement Fr Uon Fr Voc Vo = V,,
A A A - A A A A

Fr t/0 n Fr Vo c Uo = S \ V,, et par consequent Fr t/0 n Fr Vo = Fr V,. On a done une
egalite, et de meme Fr Uon Fr V0

 = Fr L/,. On note alors A[ l'ensemble Fr Uon
Fr Vo = Fr L/j = Fr V,, c'est un compact connexe non vide (voir 1.6) separant C en
deux ouverts U, = (/, n C et V, = V, n C

Les ensembles Fr t/0 et Fr Vo sont invariants p a r / il en de meme de Ai = Fr Uon
Fr Vo.

On choisit maintenant une couronne C'<^ C bordee par deux graphes C'~ = gr i/f'~
et C'+ =gr i/»'+ ou <p'~ < ip'+, telle q u e / ( C ' ) c int C , et on definit de fafon analogue
l'attracteur Ao = n n a o / " ( C ' ) et les ensembles Uo, Vo, U\, V\, Ai correspondants.
Les inclusions evidentes L/Oc (70 et VQC VQ prouvent les relations U'on Vo = 0 ,
f^o^ V'o = 0, et par consequent les egalites: U'o= Uo, Vo= Vo. On en deduit Ai =
t / o n V o = t70AV-0 = A,. •

On exclut dans A, les points de Ao qui ne sont pas adherents aux deux cotes.

3. Proprietes topologiques des attracteurs dues a la deviation a droite
On va montrer, dans ce paragraphe, une propriete supplementaire sur les attracteurs,
due a la deviation a droite (ce que Birkhoff appelle le fait pour Ao et A! d'etre
roules sur la droite), a savoir que tout point hors de l'attracteur Ao (resp. Ai) est
accessible par un chemin negatif issu d'un des bords de C et ne rencontrant pas
Ao (resp. A,).

3.1. Sous les conditions verifiees p a r / (voir 1.6), on peut toujours trouver deux
applications de classe C1: ip*~, i/»*+, T1 -* R avec i/T < ip*~ < 4>*+ < ip+ suffisamment
proches de facon uniforme de i/T et ip+ pour que la couronne C* bordee par leurs
graphes respectifs verifie: f(C)<= C*<= C. Les ensembles A* et A* definis pour C*
sont alors egaux aux ensembles Ao et A, et puisque notre etude porte sur ces
ensembles, on ne perd rien a supposer dans les hypotheses que \ji~ et ip+ sont de
classe C1 et que la differentielle d e / se prolonge sur les bords~-C~ et C+.

3.2. On va etudier Uo et U}, une etude analogue pouvant etre faite pour Vo et V,.
Les courbes/"(C~) ouneM sont orientees positivement. On rappelle que le vecteur
v represente le vecteur vertical v = (0,1) (voir 1.2).
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3.3. Definition (voir Herman [He2]). On appelle chemin positif (resp. negatif) issu
de C~, un plongement C1, y:[0, l]-> C tel que:

(i) p W ( 0 ) < 0 (resp. >0); ,
(ii) y(]O,l])rSe- = 0 ;

(iii) le relevement a U de Tangle (v, y'(t)) qui est entre 0 et TT (resp. — IT et 0) en
0 est toujours strictement positif (resp. strictement negatif) pour t non nul.

Exemple d'un chemin positif y,
et d'un chemin negatif y, dans C

Remarque. On definit de meme dans C la notion de chemin positif ou negatif issu
de C ; et bien entendu si y est un chemin positif dans C, tout relevement de y
dans C est alors positif pour cette notion.

Exemple d'un chemin positif y,
et d'un chemin negatif y: dans C

3.4. PROPOSITION [Bl]. SI X est un point de Uo, il existe un chemin negatif y issu de
C~ verifiant:

Demonstration. On definit pour tout n > 1 l'ouvert de C, U" = U" n C, borde par
C et/"(C~). La relation t/o = U«»o t^n et le lemme qui suit suffisent a montrer
la proposition.

LEMME 1. Si x est un point de U", il existe un chemin negatif y issu de C~ et verifiant:

ou v est le vecteur de R2 de coordonnees (0, 1).

Demonstration. Cas oun = \. On choisit un point xx de/(C~) d'ordonnee minimale.
Pour des raisons d'orientation, le vecteur unitaire tangent a la courbe orientee/(C )
en ce point est le vecteur de R2 de coordonnees (1,0). Soit x un point de U1

quelconque, la verticale V+(x) (voir 1.4) rencontre alors / (C ) et on note x2 le
point de V+(x)nf(C~) d'ordonnee minimale. Pour des raisons d'orientation, le
vecteur unitaire tangent v2 a la courbe orientee/(C~) au point x2 verifie: p](u2)>0.
On considere maintenant le chemin C1 par morceaux forme par la verticale V"(x,)
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(voir 1.2) orientee vers le haut, par le chemin/(C ) entre xx et x2 et par le segment
oriente [x2, x]. Puisque / devie la verticale a droite, le vecteur unitaire tangent a la
courbe / (C ) en tout point de f(C~) n'est jamais le vecteur v et on peut done
deformer le chemin defini precedemment en un chemin negatif a valeur dans U2

et verifiant le lemme 1. •

On suppose le lemme vrai jusqu'au rang n et on le montre au rang n + 1; on
utilise pour cela le lemme 2 qui suit:

Demonstration du lemme 1 (suite). Soit xe U"+1\U" et soit y un chemin negatif
verifiant y(0) e C~, y'(0) = v, y(]0,1])n C~ = 0 , y([0,1])c U"+1, y(\) =T\x). On
definit le chemin F = / ° y et on pose x2=f(y(0)). On choisit un point xY de/(C~)
d'ordonnee minimale et on considere le chemin C1 par morceaux forme par la
verticale V~(x,) orientee vers le haut, par le chemin f(C~) entre x, et x2 et par F.
Puisque / preserve l'orientation, Tangle (v2, F'(0)) est compris entre 0 et n mod27r,
ou v2 est le vecteur unitaire tangent a la courbe orientee f(C~) au point x2 et on
peut alors deformer l'arc simple defini precedemment en un chemin C1 a valeur
dans Un+2 et verifiant le lemme 1. Le lemme 1 est demontre et la proposition 3.4 suit.

•

LEMME 2. Soit y un chemin negatif issu de C avec y'(0) = v. On note F le chemin
f° y. Le relevement a U de iangle (v, F '(0), qui en 0 est entre -TT + JS et - /?, est
toujours inferieur a —/3, ou /3 est V angle defini en 1.2.
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Demonstration. On considere les fonctions t>,, v2, v3, v^. [0,1]-»R relevements a
U des angles respectifs suivants: (v, y'(t)), (v, T'(0), ( /y y ( r ) v , r ' (0 ) et (v, D/7(,,v),
et verifiant en 0 les relations respectives suivantes: ^,(0) = 0, v2(0)e[-n + fi, - / ? ] ,
^3(0) = 0 et i>4(0)^ v2(0)- On a les relations suivantes pour tout te [0,1]: ^2(0 =
i/3(f)+^4(0, -IT + P s J / 4 ( ( ) S - | S et f,( 0 ^ 0 . On suppose que jA,(fo)>-/3 ou /oe
[0,1]. On a done i/3(/0) >0 , et puisque v3(t) est strictement negatif pour t proche
de 0, on en deduit l'existence de t{ e ]0, ?0] verifiant ^3(fi) = 0. La valeur de ^i(fi) est
done de la forme -Ik-rr oukeN*. Puisque v,(0) = i^3(0) = 0, il existe un Ue ]0, r,[ tel
que i>3(t2) = v^t^ + 77 et ceci contredit le fait que / preserve l'orientation. •

On a une propriete analogue pour I/,.

3.5. PROPOSITION [Bl]. SI X est un point de t/l5 il existe un chemin negatif y issu de
C~ verifiant:

Demonstration. Soit x, = (6,, rt) un point de Uu puisque £/, c L/o (voir 2.4), il existe
un point xo=(6o, r0) dans L/o tel que: ' 'o<''i, 1̂ ~ ^oe ]0, |[ mod 1, et tel que le
segment [*o,*i] (cf. 1.1) soit contenu dans t/,.

On considere maintenant un chemin y negatif issu de C~, a valeur dans Uo et
verifiant y(l) = x0. On appelle Xo le premier point de rencontre de y avec le segment
[X], x0] et on considere le chemin C1 par morceaux a valeur dans I/, forme par y
jusqu'au point x'o et par le segment oriente [x'o, x j . Si on note v' le vecteur unitaire
porte par ce segment, on remarque que Tangle (v, v') appartient a ] - T T / 2 , 0[ mod 2n.
On peut par consequent deformer l'arc defini precedemment en un arc y' verifiant
la proposition. •
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3.6. De meme, tout point de Vo (resp. V]) est accessible par un plongement de classe
C1 de [0,1], note y, tel que y([0, l ] )c Vo (resp. V,), y(0)eC+, / (0) =-v et tel
que le relevement a R de Tangle (—v, y'(t)), qui est nul en 0, est toujours negatif.

C"

4. Etude des points radialement accessibles
Dans ce paragraphe et dans le suivant, Uo et Ux jouant un role identique, on ecrira
Ut (i =0,1) pour designer Tun ou l'autre de ces ouverts, de meme pour V;.

4.1. Definition. Un point x de £/, (resp. de Vt) est dit radialement accessible si
V"(x)c [/, (resp. V+(x)c V,).

De meme, un point x de (7, (resp. de V,) est dit radialement accessible si V~(x) c Ut

(resp. V+(x)c Vf).
On note Uf (resp. V^, L/~, Vt) l'ensemble des points radialement accessibles

de U, (resp. V,, Uh Vt).

4.2. Definition. On definit les ensembles suivants:
Ar={xeA,|V-(x)\{x}eL/,},

et les applications /x~ et /j.t, de T1 dans R definies, pour tout 6 e T1 par les relations:

(6,p7(6))eAT, (e,nt(6))£At.
Les points de AT (resp. de At) sont appeles points de A, radialement accessibles par
le bas (resp. par le haut).

c

(0,1x7(6))

(6,fi7(6))

On definit de meme l'ensemble Aj (resp. At) des points de A, radialement
accessibles par le bas (resp. par le haut). On a A, = 77 '(Ay) (resp. A^ = 77~i(At)).
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4.3. On se place dans tout le paragraphe dans le revetement C et on considere un
relevement / de / On va utiliser des resultats, sur les chemins positifs que Ton
rappelle ici (voir Herman [He2]).

RAPPEL. Si y estun chemin positif dans C issu de C~ et si de R, le point d'ordonnee
la plus grande de Vensemble (suppose non vide) y([0,l])n{6}xU est celui de
parametre t e [0, 1] le plus petit. De plus, la valeur algebrique de V angle (v, y'( t)) que
Von a choisi entre 0 et TT en y(0) est aussi entre 0 et n en ce point. On a un resultat
analogue pour les chemins negatifs.

Demonstration (voir Herman [He2]). La demonstration repose sur le fait que la
variation d'angle le long d'un cercle plonge de classe C1 dans U est — 2n ou 2-n-
suivant l'orientation du cercle (voir Berger-Gastiaux [BG]) et sur les dessins suivants.

Le premier point de rencontre de y et de {0}xR est x, = (0, r,). On peut alors
construire un cercle plonge positivement, de classe C1, en joignant x, a x0 par la
courbe en pointillee ci-contre. La variation de Tangle est alors 2TT et Tangle en x,
est compris entre 0 et IT.

C
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On suppose que y rencontre ulterieurement la verticale V+(x,) et Ton appelle x2

le premier point de rencontre. On peut alors construire un cercle plonge negative-
ment, de classe C\ en joignant x2 a x0 par la courbe en pointille. La variation
d'angle est alors -2TT et Tangle en x2 doit etre negatif, d'ou la contradiction.

4.4. PROPOSITION [Bl]. SI y est un chemin positif issu de C~, a valeur dans Uj, les
points de y([0,1]) sont radialement accessibles.

Demonstration. II suffit de montrer la proposition equivalente dans le revetement.
Soit y, un chemin positif issu de C , a valeur dans Ut et x, = (0,, r,) = y\(l). On

va montrer que x, e UJ. D'apres (4.3), on peut toujours supposer que y, se trouve
a droite de x,. Soit y2 un chemin negatif issu de C~, a valeur dans Ut et tel que
-y2(l) = x,. Le chemin y2 rencontre ^([0,1]) ainsique V~(x,) (puisque^e y^O, l ] n
V~(xi)). S'il rencontre yi([0,1]) avant V~(x1), la simple connexite de Ut prouvera
l'inclusion V~(x1)c t/f et la proposition.

On va done supposer le contraire et montrer une contradiction. On note alors
*2= y2(t2) = (#i, r2), r2<rt, le premier point de rencontre de y2 avec V~(x,), et /32

la valeur algebrique de Tangle (v, y'2(t2)) qui au point y2(0) est choisie entre -n et
0. On peut joindre x2 a y2(0) par la courbe en pointille ci-dessous; on obtient alors
un cercle plonge positivement et on en deduit /32e [-TT, Of.

c

On sait (voir 4.3) que y2([0, t2[) n V+(X[) ^ 0 et on note alors x3 = y2(f3) le point
de y2([0, t2[)n V+(x,) d'ordonnee la plus petite. L'ensemble y2Qt2,1]) intersecte
la courbe de Jordan reunion de y2([<3, f2]) et de [x2,x3] (puisque y2(l) = x,) et
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comme /32e [-77, 0[, on peut considerer le point d'intersection x4 = y2(t4) de para-
metre t4 le plus petit tel que t4> t2 et on a x4e ]x2, x3[.

On peut alors joindre x4 a x2 par la courbe dessinee en pointille ci-dessous et
obtenir un cerde--plonge positivement de classe C1. Puisque /32e[-7r, 0[, on en
deduit que Tangle /34 = (v, y'(t4)) est positif, d'ou la contradiction. D

4.5. COROLLAIRE. Si xef(C)n I/, , alors:

f-\x)eUJ et f(V-(f-\x)))^U7.
Demonstration. On se place dans le revetement universel C et on montre le resultat
analogue.

Soit xef(C)n U~ et soit y le point de f(C~)n V~(x) d'ordonnee maximale;
l'image par f~l du segment oriente [y, x] definit alors un chemin positif, issu de
C , a valeur dans LJt et aboutissant enf~l(x). La proposition 4.4 nous donne alors
la relation f~\x) e UJ, d'ou on deduit les inclusions:

V-(/-'(JC)) = UT, /(V-(f~\x))) c Ut.
On note alors z l'extremite autre que x de /(V~(/~'(x))).

Puisque / devie la verticale a droite, la tangente orientee a la courbe / (C ) n'est
jamais portee par le vecteur v. Ainsi, grace au theoreme des valeurs intermediaires,
on sait que la partie de f(C~) formee des points situes avant f pour l'orientation
ne rencontre pas V~(z), ni d'ailleurs V~(y) puisque f est situe avant y. On sait,
comme premiere consequence, que cette courbe ne rencontre pas V~(x); on peut
alors considerer l'ouvert delimite par la reunion de la courbe precedente, de
/ (V (f~l(x))) et de V(x) qui est hachuree sur le dessin ci-dessous. Cet ouvert, qui
a son bord contenu dans l'ouvert simplement connexe Uiy est inclus dans t/,. En
particulier, on obtient /(V~(/~'(x)))<= UJ.
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4.6. COROLLAIRE. Si x G A, et si y est un chemin positifissu de C verifiant y([0, 1[) <=
Ut, y(l) = x, alors xe AJ.

Demonstration. Soit y un chemin positifissu de C~ verifiant y([0,1[) <= £/,, y(l) = x.
Par (4.4), on sait que y([0,1[)<= UT. On en deduit y([0, l [ ) n V+(x) = 0 , et par
4.3, Pi ° y'(l) — 0. D'autre part, pour I assez proche de 1, y( f )e / (C) , et d'apres 4.5,
f(V~(f'\y(t))))^ UT. En faisant tendre t vers 1, on obtient V"1(^)\{^}c UT•

•

/ ( V (JHy(l))))

4.7. COROLLAIRE. On a / '(A, ) c A | . Deplus, r ordre defini par la premiere projection
est preserve parf~\

Demonstration. L'inclusion / ~ ' ( A r ) e A~ est une consequence du corollaire 4.6.
Soient x, x'eAT verifiant p,{x')<p](x). Le corollaire 4.5 prouve que

f(V~(f~l(x)))<=^ UT- Le point x' appartient a la region hachuree ci-dessous et par
consequent px °f~\x') <pt °/~'(x). •

4.8. COROLLAIRE. Vapplication fi{ :R-»R est semi-continue inferieurement, continue
a droite et admet une limite a gauche en chaque point.

De plus, /Ir'(§') -fiT(.B) <(§'-§) cotg /3 si §'> §, ou (3 est defini en 1.2.

Demonstration. On montre d'abord l'inegalite

/ Z r ( 0 ' ) - / i r ( 0 ) s ( 0 ' - 0 ) cotg/3 si 0 '>0.

Onconsidere pourcelales points de AT, x = (d, ilT(O)) et x' = ($', flT(O')); on utilise
alors les notations de 4.7. On considere les demi-droites affines D^ et Df passant
respectivement par x et par z et dirigees par le vecteur ( - 1 , -cotg/3). La partie
f(C~) situee avant z pour son orientation ne rencontre pas Dz (on utilise la definition
de /3) et par consequent x' se trouve au-dessus de la demi-droite Dx, ce qui prouve
l'inegalite demandee.
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'p

La semi-continuite de /I, est evidente car A, est ferme, par consequent
liminfg^g/li(d')Zjli(d). Or l'inegalite demontree precedemment prouve que

on a done une continuite a droite en tout point.
D'autre part, si {6n)neN et (O'n)nehi tendent toutes deux vers 6 par valeurs negatives

et si (/Ir(0n))neN et {fJ-Ti^'n))neN tendent respectivement vers / et /' avec /</ ' , on
peut toujours violer l'inegalite demontree plus haut avec 6n < O'm proches de 6. La
fonction /IT admet done une limite a gauche en tout point. •

4.9. COROLLAIRE. On a/"1(AT)c A7.
Demonstration. On montre l'inclusion equivalente f'l(Ai)<^A~. Soit x un point
de /"'(AT). On choisit une suite (yn)n^N de A~ convergeant vers f(x). La suite
f~l(yn)n£N converge vers x.

Utilisant 4.7 et 4.5, on montre la relation f~\yn)^A~ et les inclusions
/~'(V~(yn)\yn)c= U7 et/( V~{f-2(yn))\f'

2{yn))<= UJ. Si maintenanton faittendre
n vers l'infini, la suite f~'(yn) se rapproche de x et tout point de V(x)\{x} est alors,
des que n est assez grand, au-dessous d'une des courbes f~l(V~(yn)\yn) ou
f(V~(f~2(yn))\f~

2(yJ) et se trouve done dans U~. On en deduit xeAJ. •
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4.10 On a des resultats analogues pour les points radialement accessibles par le
haut, a savoir:

/~'(A^)<= At et l'ordre defini par la premiere projection est preserve par / ' 1 ;

l'application /It est semi-continue superieurement, continue a gauche et admet
une limite a droite en chaque point.

Deplus: frt(0~')-jit(8)^ cotg [}'(§'-0) si §'>§.

4.11. PROPOSITION [Bl]. La suite (pi° f" — p\)/ n est uniformement convergente sur
chaque ensemble AT et At et converge sur chacun vers une constante.

Demonstration. On definit les applications gT, g^T' -^T 1 et gi, gt:U->M par les
relations:

gT(S)=Pi°f-1{o,

La proposition est alors une consequence du resultat suivant qui generalise la theorie
du nombre de rotation de Poincare (1.7) pour des applications qui ne sont pas des
homeomorphismes. •

4.12. PROPOSITION. Soit g:R->IR une application croissante verifiant g(0 + l) =
g(0) + l pour tout reel 0. Alors,

(i) La suite (g" - Id)/ n, ne N, est uniformement convergente et converge vers une
fonction constante notee p(g).

(ii) Pour tout reel 6 et tout entier positif n, on a:

-\<g"(6)-6-np(g)<\.

(Hi) Pour tout entier n e N, p(g") = np(g).
(iv) Si g' est une autre application croissante verifiant g'(8 +1) = g'(6) +1 pour tout

reel 0 et si g < §', alors p(g) < p(g').
(v) SipeZ, qeN* etOeU verifient gq(6) = 0 + p, alors p{g)= p/q.

Demonstration, (i) On ecrit t/»n = g" — Id pour neN. Chaque </*„ est borne et verifie
sup i/fn — inf t/»n< 1, on pose alors Mn = supiAn et mn = 'm(ipn. La relation \\>n =
Zk=0 "Ai ° 8k prouve que les suites Mn/n et mn/n sontbornees et donnelesinegalites:
M f + , < Mp + Mq, mp+qs: mp + mq. Les suites Mn/n et mn/n sont done convergentes
et puisque 0 ^ Mn — mn < 1 ont meme limite, on obtient (i).

(ii) S'il existe 60e R et n > 0 tel que

gn(6o)-0o-np(g)-l = V>O,

alors, pour tout 6eR, on aura: g"{0)-6-np(g)s 17; et pour tout entier meN, on

aura gmn(§)> 0 + mnp(g) + mri, soit:

d'ou la contradiction.
Les assertions (iii), (iv) et (v) sont evidentes. •
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Remarque. Dans le cas qui nous interesse (4.11), l'application g est de plus injective
et admet un inverse a gauche h continu, croissant avec / I ( 0 + 1 ) = / J (0) + 1, pour
6eU. La theorie des homeomorphismes du cercle se transpose de la meme fagon
(existence d'une mesure invariante, etc. . . . ) au cas de h et permet de montrer
directement la proposition 4.12.

5. Definition des nombres de rotation des attracteurs

5.1. Definition [Bl]. On appelle nombre de rotation inferieur (resp. superieur) de A,,
le nombre

Pi = — l im
§7"-Id

resp. pt = —
i ~ Id

Remarque 1. Chacun des nombres p0, pt, Pi, pt depend du relevement f de f et
varie d'un entier si Ton change de relevement. Ils definissent done par projection
dans T1 des elements ne dependant que de f, les nombres de rotation p0, po, p^,
pj". Par contre, la difference entre deux des nombres de rotation (reels) est indepen-
dante du relevement et intrinseque a /

Remarque 2. Puisque go—g^ — gt — go, la proposition prouve les inegalites: p0—
p^ s p~~f < PQ, et d'autre part, pour tout xe Ai (resp. At) et tout entier n e N,

s l (resp. -1 <p, »/"n(x)-pI(x) + Mp7< 1).

5.2. PROPOSITION. Pour tout xeAt et pour tout neN, on a:

-1 - npt^Pt °f~n{x)-p,{x) < 1 - np~.

Demonstration. II suffit pour montrer la proposition de montrer la seconde double-
inegalite et de remplacer x par f"(x) pour avoir la premiere.
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On considere done x e A,- et on definit les suites (xn)neM, (x~)neN et (x^)n e N en
posant, pour tout n e N:

On en deduit, pour tout n > 1, la relation:

soit

En utilisant maintenant la relation / ' ( A r ) ^ AJ et le fait que / ~ ' preserve sur AT
l'ordre defini par p , , on en deduit, par une recurrence evidente, la relation:

pi(x-n)sp^rn(xo).

En utilisant maintenant la remarque 2 de 5.1 et le fait que

Pi(Xn) = Pi°f~"(x) et Pi(xo)=pt(x),

on en deduit l'inegalite

prf~"(x)-p,{x)<\-np:.

On fait de meme pour obtenir l'autre inegalite. •

5.3. On va montrer l'existence sur Af d'orbites de nombre de rotation pT (resp. pt),
e'est-a-dire de points xeA, pour lesquels les elements de la suite (p\° fk(x))k^z
sont ordonnes comme ceux de la suite (kp~)k^z (resp. (kpt)k^z)- On donne d'abord
les definitions suivantes:

Definition (voir Chenciner [Che]). On appelle ferme f-ordonne, un ferme E de Ao

ayant les proprietes suivantes:
(i) f{E) = E; T(E) = E (voir 1.1 pour les notations);
(ii) la restriction de px a E est injective;

(iii) si x, x ' e £ verifient p1(x)<p1(x') , alors p , ( / (x ) )<p 1 ( / (x ' ) ) .
Definition (voir Chenciner [Che]). On appelle ensemble d'Aubry-Mather un ferme
E invariant minimal (toute orbite (fk(x))keZ ou xe E est dense dans E) dont la
preimage E est un ferme /-ordonne.

Remarque. Si E est un ensemble d'Aubry-Mather, il existe un unique reel p tel que,
pour tout x e E et pour tout keZ, on ait:

-\<p,°fk(x)-p,(x)-kp<+\.

Ce reel est appele le nombre de rotation de Vensemble d'Aubry-Mather E.

5.4. PROPOSITION. // existe dans AJ (resp. Af) un ensemble d'Aubry'-Mather de
nombre de rotation pj (resp. pf).

Demonstration. Soit x e AT, l'ensemble a-limite a(x) est un compact invariant par
/ e t , d'apres 4.7, contenu dans A~. Mais puisque/" ' (Ar) C A ^ (cf. 4.9), il est contenu
dans AT. L'ensemble a(x) = TT~1(O(X)) est done un ferme /-ordonne.
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La projection /?, definit un homeomorphisme entre a(x) et un compact K(x) de
T1. L'application gi induit alors sur K(x) = TT~1(K(X)) une bijection croissante
que Ton peut par interpolation lineaire prolonger en un homeomorphisme g de R
relevant un homeomorphisme g de T1. Le nombre de rotation (voir 1.7) de g est
alors egal a — pi puisque g et g~ coincident sur K(x). D'autre part, K(x) est
l'ensemble w-limite de Pi(x) par g et il est done minimal pour g (voir 1.7). On en
deduit que a(x) est minimal pour / e'est un ensemble d'Aubry-Mather de nombre
de rotation p~. CD

5.5. Etude du cas pi = p/q (ou pt = p/q), peZ, qef^\{0}. Dans ce cas, a{x) est
une orbite q-periodique (voir 1.7) mais qui peut dependre de x. De plus, si x
n'appartient pas a a(x) (ce qui correspond au cas ou x n'est pas lui-meme peri-
odique), cet ensemble est une orbite non attractive, ainsi la derivee Df possede
en tout point de a(x) une valeur propre de module superieur ou egal a 1.

5.6. Etude du cas pi£Q (ou pt ?Q). Dans ce cas, a(x) est independant de x En
effet, si ye AT, l'ensemble 6C(X)KJ d(y) est un ferme /-ordonne et on peut construire
un homeomorphisme g de T1 dont un relevement g coincide avec g~ sur K(x)v
K(y). Le nombre de rotation de g est alors egal a pi et puisque p~£<Q, les ensembles
w-limites dep^x) e t /^y) pour g coincident. On a done a(x) = a(y). On ecrit alors
a(x) = ClJ et on obtient deux cas (voir 1.7):

H~ est le graphe d'une application continue definie sur T1;
Of est un ensemble de Cantor.

Dans les deux cas, toute orbite de O.J est une orbite de nombre de rotation p~~.

Remarque. Dans le cas ou fl~ est le graphe d'une application continue du tore, il
separe C en deux ouverts contenant respectivement Uo et Vo. Par consequent, les
points de Uon Vo sont tous sur Of et comme A, = Uor\ Vo disconnecte C, on en
deduit l'egalite: A^il^. En particulier dans ce cas, p~~ = pi = pt • Plus generalement,
si Ao contient une courbe de Jordan, cette courbe est A,, mais peut etre distincte
de Ao; on peut avoir dans Ao un graphe invariant de nombre de rotation irrationnel,
et, au-dessus ou en-dessous du graphe, un point periodique.

5.7. PROPOSITION. SI E est un ensemble d'Aubry-Mather de f, son nombre de rotation
est contenu dans Vintervalle [po, Po].

Demonstration. II suffit d'utiliser l'inclusion £ c A 0 , la definition du nombre de
rotation de E (5.3) et la proposition 5.2. •

5.8. PROPOSITION. SI deux des nombres po, pi, pt et po sont egaux et irrationnels,
les ensembles d'Aubry-Mather correspondants sont egaux.

Demonstration. On peut montrer que deux homeomorphismes de T1 de meme nombre
de rotation irrationnel ont des graphes qui se rencontrent (voir Herman [Hel]); la
demonstration qui suit est du meme type.

On envisage le cas po = pi £ Q/Z, la demonstration etant la meme dans le cas
d'egalite de deux des autres nombres. On va supposer fio r*(li et on va montrer
une contradiction. Puisque Clo^ili, alors d'apres 5.6, Ao n AjT = 0 ; on en deduit

Q ) n/(AT) = 0 , et par 4.9, AQ n AT = 0 . II existe done un reel / > 0 tel que, pour
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tout 6eU:

§T(S)^go(S)-L
Soit 60

 u n reel choisi de la fagon suivante: si pi(il^) = T1, 60 est quelconque, si
07 est un ensemble de Cantor, 00 est un point de K^ = pt{fl^) qui n'est pas
l'extremite d'un intervalle de U\KJ. Puisque CIJ est minimal, il existe deux entiers
qeN, peZ tels que:

Soit r = eo+p-§;q(do), les relations / '</ , p(giq)<p(gTq + l'), p~(grq)£Q et
p(g\q~l')= P prouvent alors:

PUT") < p(iTq+n =£ p(gr'+o ^ p((gV+o*)^ p(§oq)
et une contradiction. D

5.9. Remarque. On suppose p7 £ Q et on s'interesse a po.
Si po^ p~7, il n'y a pas de point de A! qui soit radialement accessible par Uo. II

y a alors beaucoup de points dans Ao qui ne sont pas adherents a Vo> l'ensemble
Ao semble beaucoup plus grand que A,.

Si po = P7, alors on a flo = Oj". Si (17 est un graphe, alors Uo = Ux et cet ouvert
est delimite par deux graphes C~ et flo- Dans le second cas, fi^ est un ensemble
de Cantor forme de points de A] radialement accessibles. II peut y avoir des queues
interieures, e'est-a-dire des points de Ao qui ne soient pas adherents a Vo> rnais
puisque deux points de H^ correspondants a des extremites du meme intervalle de
T'Xp^flo) ont des orbites qui se rapprochent dans le futur et dans le passe, les
images par / " et par / " " de ces queues deviennent de plus en plus petites (leur
distance a Ai tend vers zero) quand n tend vers +oo et ceci a cause de 4.8.

Pf(x,)

5.10. PROPOSITION. Si p{ = pt £ Q/Z, alors la restriction de f a A< est semi-conjuguee
topologiquement a la rotation de nombre p~.

Demonstration. Dans le cas ou ft~ = fir est un graphe, on a l'egalite A,=fir et la
proposition est une consequence de la theorie des homeomorphismes du cercle, on
a d'ailleurs une conjugaison a la rotation de nombre p~ (voir [Hel]).

Dans le cas ou 0.7 = £lt est un ensemble de Cantor, les applications gj et gt
coincident sur p,(fir); on prolonge par interpolation lineaire cette application en
un homeomorphisme g de T1.

On sait alors qu'il existe une application h : T1 -» T1 telle que h ° g"1 = Rp- ° h ou
Rpj-.J1 -*!1, x^x + pj, et cette application est constante sur chaque intervalle de
T'Xp^nr). On en deduit, si ft est la restriction de / a A,, la relation:

h ° P °fi~ jRpf ° h ° p,

ce qui prouve la proposition. •
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6. Une autre interpretation des nombres de rotation
Les nombres pT et pt, i = 0,1, ont ete definis en utilisant les proprietes des points
radialement accessibles, proprietes dues pour la plupart au fait que / devie la
verticale a droite. Err-fait, ces nombres ont une interpretation en termes de bouts
premiers (voir Markushevitch [Ma, p. 52-77]) utilisant l'invariance de A, p a r / la
sous-invariance des composantes connexes de C\A a savoir/(£/,)<= Ut, /(V;)^ V)
et le fait que / induise un homeomorphisme entre deux voisinages de A,. On
n'exposera pas ici la theorie des bouts premiers, mais on donnera une interpretation
de p7 et de p^ (la methode ne marchera pas pour p0 et pt) en termes de points
accessibles (voir 6.2).

On rappelle d'abord au debut de ce paragraphe quelques definitions et quelques
resultats sur les applications conformes.

6.1. Definitions. On appelle chemin (resp. chemin semi-ouvert) dans un espace
topologique X, une application continue y:[0,\]-* X (resp. y:[0, \[-*X).

On appelle image d'un chemin (resp. chemin semi-ouvert) l'ensemble y ([0,1])
(resp. y([0,1[)).

Un chemin (resp. chemin semi-ouvert) injectif est appele un arc (resp. arc semi-
ouvert).

Si y est un chemin ou un chemin semi-ouvert, si Ya X, si y(0)e Y et si, pour
tout / non nul, y(t)si Y, on dit que y est issu de Y.

Si y est un chemin semi-ouvert et si lim,^, y(t) = x existe, on dit que y atteint le
point x, ou aboutit en x. (Quand il n'y a pas d'ambiguite, on parlera aussi plus
simplement de chemin pour designer un chemin semi-ouvert).

Dans tout ce paragraphe 6, la sphere S2 est munie de sa structure complexe de
sphere de Riemann et l'ensemble A\ est muni de la structure complexe induite par
l'application:

T]x[R->S2 (0, r )^ ( - i^=cos27r f l , , sin 2nd, , *
V l + r2 VI + r2 VI +

6.2. RAPPEL. Si y est un chemin dans un espace topologique X et si y(0) ¥=• y{\), on
peut trouver un arc y* verifiant: y*(0) = y(0), y*(l) = r ( l ) , y*([0, l ] ) c r ([0,1]).

Demonstration. Soit y:[0,\~\~*X un chemin verifiant y(0) # -y(l). On definit pour
ee ]0 , l[ l'ensemble FE suivant: Fc = {te[0, 1] tel qu'il existe r 'e[0,1] verifiant:
t'>t + e, y(t') = y(t)}. Si F e = 0 , on pose % = -)', sinon on note fo = infFf, t'0 =
sup{f G [ 0 , l] | /2: to+e, y(t) = y(t0)} et yl le chemin egal a y sur [0, to]u[t'o, 1] et
constant egal a y(t0) sur [f0, t'o]. Si F£\[f0, t'o] = 0 , on pose yc = y\ sinon on note
(, = infFE\[ 'o, t'o], t; = sup{re[0, l ] | />f i + e, y(r) = y(f,)} et y2 le chemin egal a
y1 sur [0, fi]u[r'1 ; 1] et constant egal a y '( ' i) sur [fx, t\]. On continue cette construc-
tion et, puisque pour tout neN, tn+1>t'n>tn + e, au bout d'un nombre fini
d'operations, on a Fe\[tn, t'n] = 0 , et on pose alors ye = y".

Ce chemin y£verifie:yE(0) = y(0),ye(l) = y(l) , ye([0, l])«=y([0,1]),etsi f'>f + e
verifie ye{t') = ye{t), alors pour tout t"e[t, t'], yc(t") = yF(t)-

On considere alors la suite (yn)n£N definie par la relation de recurrence suivante:

7o = y, yn+\ = (yn)i/2"+1-
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Puisque [0,1] est compact, cette suite converge uniformement sur [0,1] vers un
chemin y** verifiant: y**(0) = y(0), y**(l) = y(l), y**([0,1]) c y([0,1]), et si t'> t
verifie y**(t) = y**(t'), alors pour tout t"e[t,t'], y**(t") = y**(t).

II existe done une application £: [0, l]-»[0,1] continue et croissante, telle que,
pour tout te[0,1] et t'e[0,1], on ait l'equivalence

f(0 = f(O » y**(0 = ?**(»')•
On peut alors ecrire y** = y* ° £ ou y* est un arc verifiant:

r*(0) = y(0), y*(l) = y(l), y*([0,l])cy([0,l]). D

6.3. Definition. Un point xeA] est dit accessible par le bas (resp. par le haut) si on
peut l'atteindre par un chemin a valeur dans Ux (resp. dans V]). On note alors Aj~
(resp. Af) l'ensemble des points de Ax accessibles par le bas (resp. par le haut).

Remarques. (i) Les ensembles Aj~ et A^ sont invariants par/ ; on note/|AT e t / |A ;
la restriction de / a chacun de ces ensembles.

(ii) On a les inclusions: A^AJ", A^c Aj";
(iii) On peut definir Aj~ = 77-~'(Ar) et A J" = ^"'(A^) ensembles des points atteints

par des chemins respectivement dans Ux et dans Vx.
(iv) Tout point de AJ~ (resp. de A )̂ est atteint par un arc a valeur dans Ut (resp.

dans V,) (voir 6.2).

6.4. Rappels sur les applications conformes (voir Markushevitch [Ma, pp. 52-57]).
(i) Si U est un ouvert simplement connexe, qui n'est ni S2, ni S2 prive d'un

point, on peut trouver un diffeomorphisme C-analytique <p : l/-»B;
(ii) Sous les conditions precedentes, si y est un arc dans U atteignant un point

de Fr U, alors <p ° y atteint un point de S1. Ce point de S1 depend de l'arc et non
pas seulement du point de Fr U atteint.

(iii) Si 7, et y2 sont deux arcs dans U atteignant deux points distincts de Fr U,
alors <p ° yx et <p ° y2 atteignent deux points distincts de S1.

(iv) Si yx et y2 sont deux arcs dans U atteignant le meme point x de Fr U, et si
les images de yx et de y2 s'intersectent dans tout voisinage de x (i.e. si les ensembles
yMU 1[) et y2(]f, 1[) ne sont jamais disjoints pour t e [0,1[), alors <p ° yY et q> ° y2

atteignent le meme point de S1.
En consequence, si y! et y2 sont deux arcs dans U atteignant le meme point x

de Fr U et si Ton peut trouver un arc y3 dans U atteignant x et dont l'image
rencontre celles de yt et de y2 dans tout voisinage de x, alors <p ° yt et <p ° y2 atteignent
le meme point de S1.

(v) L'ensemble des points de Fr U atteints par un arc dans U est dense dans Fr U.
(vi) L'ensemble des points de S1 atteints par un arc de la forme <p ° y ou y est

un arc atteignant un point de Fr U est dense dans S1.

6.5. On expose ici l'autre definition de p7; la methode convient aussi a p~t- La
demonstration des points delicats suit cette exposition. On se. place dans S2, les
points de A7 sont alors les points de Fr I/, atteints par un arc dans Ux (voir 2.4).

Soit <p: Ui->0 (voir en 1.1 la definition de D) diffeomorphisme C-analytique.
Soient yt et y2 deux arcs dans U, atteignant le meme point x de AT- Du fait que
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Aj est frontiere commune de Ux et V,, on peut montrer (voir 6.6) que les arcs <p ° j \
et ip ° y2 atteignent le meme point. On obtient alors une bijection <p* entre Aj~ et
une partie dense 2 de Sx, en associant a tout point de x e Aj~ le point <p*(x) atteint
par Tare <p ° y, ou- y est un arc dans (7, quelconque atteignant x. L'application
Fv = <p* °f\A- ° <p*~' est alors une bijection de 2 et cette bijection conserve l'ordre
(voir 6.6). Elle se prolonge done en un homeomorphisme de S1 puisque 2 est dense.

Si <p: t/j-^B est un autre diffeomorphisme C-analytique, on definit de meme, £,
<p* et F$. L'application <p ° <p~l se prolonge sur D en un homeomorphisme qui
envoie 2. sur £. Les applications F$ et Fv sont alors conjuguees par la restriction
a S1 de cet homeomorphisme.

Cette classe de conjugaison nous definit alors un nombre de rotation (voir 1.7)
dans T1 intrinseque a / Si Ton montre (voir 6.7) que l'ordre des points de AJ~ donne
par leur premiere projection coincide avec l'ordre de leurs images par <p*, on en
deduit, utilisant une orbite dans Af de nombre de rotation p j \ que le nombre defini
precedemment est en fait pl~-

6.6. PROPOSITION. Si y-^ et y2 sont deux arcs continus simples dans Ux atteignant le
meme point x de hx, il existe un arc continu simple y3 dont Vimage rencontre les
images de yx et de y2 dans tout voisinage de x.

Demonstration. On suppose qu'il existe toe [0,1] tel que yi{[t0, l [ ) n y2([t0,1[) = 0
(dans le cas contraire, le chemin y3 = yx verifie la proposition).

On considere un arc y a valeur dans Ux joignant yi(/0) a y2('o)- Si on definit

r2 = su P { re [ / o , l [ | y 2 ( r ) ey ( [0 , l ] )} ;

^i = yi('i) et x2=y2{t2),

on obtient une courbe de Jordan en prenant la reunion de {x}, yi([tt, 1[), y2([t2,1[)
et la partie de y joignant x, a x2. Celle-ci ne rencontre pas V, et done l'une des
composantes connexes de son complementaire, notee W, ne rencontre pas V].
Comme A! = Fr V,, l'ouvert W ne rencontre pas Al5 et on a finalement l'inclusion
We ux.

La proposition est alors evidente, on considere un diffeomorphisme C-analytique
entre W et D, il se prolonge en un homeomorphisme H:W->D qui envoie les
ensembles yi([fi, 1[) et y2([t2,1[) sur deux arcs semi-ouverts de S1 entourant l'image
de x. Pour construire y3, on prend par exemple l'image par H~l de l'arc de D
dessine ci-dessous:

H(x,)

H(x2

H{x)
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6.7. On pourrait montrer directement, sans beaucoup de difficultes, que
<P* °/U, ° <P*~' (voir6.5) preserve l'ordre surS et que l'ordre des points radialement
accessibles coincide avec l'ordre de leurs images dans 2, mais on va le montrer en
fait a partir du paragraphe 6.9 dans le revetement universel ou les resultats sont
plus visuels.

6.8. Remarque. La proposition 6.6 est fausse pour Ao car les ensembles Uo et S2\ Vo

peuvent etre distincts. II faudrait alors pour continuer le raisonnement, distinguer
les chemins qui aboutissent au meme point et utiliser la theorie des bouts premiers.

6.9. On peut definir sur A deux structures complexes, celle induite pour la structure
complexe de S2 (que Ton considere en 6.5) et la structure complexe quotient
A = T1 x R = C/Z. On sait alors qu'il existe un diffeomorphisme C-analytique entre
UX\C~ muni de la premiere structure et l'anneau T 'x ]0 , R [ c C / Z , ou R>0 est
unique, et ne depend que de t / , \C~.

On obtient alors par prolongement, puis par identification des deux varietes
analytiques et de leurs espaces topologiques associes, un homeomorphisme <p entre
les deux parties £/, et T'xfO, R[ de A, envoyant C sur T'x{0} et preservant
l'orientation (voir Nehari [Ne]).

Si <p est un diffeomorphisme C-analytique entre L/, <= S2 et D, l'image de C~ par
<p est une courbe de Jordan. L'application <p ° <p~x definit par prolongement un
homeomorphisme entre T1 x [0, R] et l'anneau ferme de D delimite par S1 et <p(C~).
On a alors les resultats suivants qui se deduisent de 6.4 et de 6.6:

Si y est un arc dans Ux atteignant un point de A!, alors <p ° y atteint un point de

Si y, et y2 sont deux arcs dans t/t atteignant le meme point de A,, alors cp ° y,
et <p ° y2 atteignent le meme point.

On peut definir une bijection q>* entre A7 et un ensemble £c:T1x{.R}, dense
dans T1 x {/?}, en associant a x e Aj~ le point atteint par <p ° y (ou y est un arc dans
I/, quelconque atteignant x).

6.10. On choisit un homeomorphisme <p : Ux -» R x [0, R[ relevant tp, et on va definir
ip*: A 7 ^ i ( £ = 77 '(S)) de la fa§on suivante:

Si x e AT et si y est un arc dans Ux atteignant x, le chemin ir°y atteint le point
x = TT(X). II est injectif sur un intervalle de la forme [?, 1[ et le chemin <p ° TT ° y =
•n ° <p ° y atteint par consequent le point y = <p*(x). Le chemin <p o y atteint done un
point yERxjK} , ou y = v(y). Le point y obtenu ne depend pas de Tare y choisi
et on construit ainsi une bijection <p*:A7-»£ verifiant:

•a ° <p = <p ° TT

<p° f=f° q> (voir 1.1 pour la definition de T).

6.11. Definition. On definit un ordre < sur A7 par la relation: ~- .

x ,<x 2 O p,°(p*(x1)<p;
1°<1p*(x2), ou x

On ecrit alors: x, < x2 si x, < x2 et x, ^ x2.
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6.12. PROPOSITION. Deux points distincts x, etx2 de At verifient x, < x2 si et settlement
s'il existe deux arcs yx et y2 dans Ux, issus de C~, atteignant respectivement x\ et x2,
d'images disjointes et avec px ° fi(0) <px ° 72(0).

Demonstration. Si de tels arcs existent, leurs images <p ° yx et <p ° y2 sont alors deux
arcs de Rx[0 , R[ issus de Rx{0}, d'images disjointes et avec

Pi°<p'oyi(0)<p1°<p'oy2(0).

On en deduit: /?, ° <p'(xi)<pl ° <p'(x2), soit x, < x2.
Reciproquement, si x, < x2 et si yt et y2 sont deux arcs atteignant x, et x2, les

arcs <p' o yx et <p' ° y2 atteignent respectivement (p'(^i) et <p'{x2), et pour ? assez proche
de 1, on a:

Pi°<p' •7,(0<i

On construit alors aisement deux arcs y[ et y'2 qui verifient les proprietes demandees
dans la proposition et dont les images coincident avec celles de yx et de y2 dans
des voisinages de x\ et de x2. •

/

y,

1 (y.

° u,

y?.

Remarque. La proposition 6.12 exprime en fait que l'ordre < defini en 6.11 ne fait
intervenir cp qu'indirectement et a une interpretation intrinseque a A!.

6.13. PROPOSITION, (a) Si xx e A7 est atteint par un arc yx dans Ux, issu de C~ et si
x2e AT verifie xx<x2, on peut construire un arc y2 dans Ux, issu de C", atteignant
x2, dont Vimage est disjointe de celle de yx et verifiant: px ° yi(0)<pl ° y2(0)-

(b) Si jc,, x2e&i avec x , < x 2 sont atteints par deux arcs f, et y2 verifiant la
proposition 6.12, et si x3€ A 7 verifie x 1 < x 3 < x 2 > on peut construire un arc y3 dans
Ux, issu de C~ atteignantx3, dont Vimage est disjointe de celle de yx et de y2 et verifiant:

pl°y1(0)<pl°y3(0)<Pi°y2(0).

Demonstration. L'assertion (a) est une consequence de (b). On considere x, et un
itere fn(x,) tel que x , < x 2 < f " ( x 1 ) et tel que fB(y,([0, l ] ) )n ^([0,1]) = 0 ) ; on
va done montrer l'assertion (b).

On considere deux points x,, x2e AT et deux arcs yx et y2 verifiant les hypotheses
de la proposition et on definit une courbe de Jordan dans Rx[0, R] en prenant la
reunion de <p ° fi([0, l[), de <p ° y2([0, l[) et des segments [<p*(x,), <p*{x2)] et
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Si ye ]<p*(xl), <p*(x2)[, les points de Rx[0 , R[ proches de y sont dans la com-
posante interieure W de cette courbe de Jordan, par consequent si x3eA^ verifie
x,<:x"3<x2 et si y est un arc dans L/, atteignant x3, Tare cp ° y qui atteint <p*(x3)
est en fait dans un voisinage de ce point a valeur dans W.

Si on choisit yt]q> ° y\(0), q> ° y2(0)[, on peut construire un arc f3 issu de y
atteignant £*(x3), a valeur dans W sauf a l'origine et dont l'image coincide
avec celle de <p~ ° y dans un voisinage de <p(x3). L'arc -y3 = <p"lof3 convient
alors. D

» x {R\

<p ° y

Rx{0}

6.14. PROPOSITION. Si xx et x2 sont deux points de A,, alors:

W

Demonstration. C'est une consequence immediate de la proposition 6.12. •

6.15. PROPOSITION. La fonction f est croissante sur A," pour Vordre <.

Demonstration. On suppose x, e A7, x2e AJ et x, < x2.
Soient -y, et y2 deux arcs definis par la proposition 6.11. Puisque Pi o f i (0)<

Pio72(0), le point f°y\(0) se trouve avant /oy2(0) sur le chemin oriente / ( C ), et
en considerant deux points yt et y2 de / (C~) d'ordonnee minimale, yl avant f° yx (0),
y2 apres/°y2(0), on construit aisement deux arcs continus f! et f2 atteignant / ( x , )
et /(x2) et verifiant la propriete 6.11. D

fix.)

C

fiC)

c

6.16. PROPOSITION. La fonction <p*of\i-°ip* ' est croissante sur 2 ' ef definit par
prolongement un homeomorphisme F de R x {.R} commutant avec-JT et de nombre de
rotation p7-

Demonstration. La croissance de fp*°f\\-°<f>*~1 est une consequence de la proposition
6.13. Comme S' est dense dans Rx{i?}, cette application se prolonge alors par
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'ntinuite de facon unique en un homeomorphisme croissant FdeRx {R}. L'appli-
tion <p*°f\\-°<p* commutant avec T, il en est de meme pour F. Cette application

continuite
cation / ^ ? , p tte application
releve alors un homeomorphisme de T1 x{R} et possede un nombre de rotation p
determine par Pinegalite suivante, vraie pour tout keZ et pour tout xeRx{R):

-Kpl°Fk(x)-pi(x)-kp<l.

On choisit xo£ A^. Si x s A [ verifie p~i(xo)<p1(x)<pl(xo) + l, alors:

p,° <p*(x0) <p,°<p*(x) <p,°<p*(xo)+ 1 (cf. 6.14 et 6.15);

et done:

Pi(x0) -pt° <p*(x0) - 1<p,{x) -p,°<p*(x) < j5,(x0) -p,°<p*(xo) + 1 .

On note M =P\{xo)—p-[ ° <p(x0), et on utilise le fait que <p* commute avec f pour
montrer la double inegalite vraie pour tout x e A^:

M - 1 <pt(x)-pi ° <p*(x) <M+\.
On a done, pour tout entier n e N:

soit:

et done:

Soit, par la definition des nombres de rotations:

- 4 < np~~ -np<4.
On en deduit: p = pj. •

6.17. PROPOSITION. La restriction de <p* a AJ~ est continue.

Demonstration. Puisque A7<=/(Ar)<= AL, la proposition a bien un sens.
On suppose que la suite (xn)neN (xne AT) converge vers xe A^. La suite (yJneN,

o u 9n =f~\xn), converge alors vers y=f~\x), et tous ces points sont alors radiale-
ment accessibles.

On fixe £>0. On considere alors deux points z, z 'eS' (voir 6.9) verifiant:

P\ ° <P*(y)-£<z<Pi° <p*{y)<z'<pl ° <p*(y) + e,
et deux arcs 7, et y2 dans £/,, issus de C" atteignant «p*~'(f) et <p*~\z') et dont
les images ne rencontrent pas la verticale V~(y) (on utilise pour cela 6.13).

£ <p*(y)

Rx{0}
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Quand n est assez grand, la verticale V~(yn) ne rencontre pas les images de ces
deux arcs, et on a:

P\°y(0)<Pi(9n)<p~io yi(0).
Par consequent:

£ <P\ ° <p*(y"n) < z'\

et on obtient done:
lim (p (v ) ^~ ^p (v)

puis:
lim <p*(xn) = lim F° <p*(yn) = F° q>*(y) = <p*(x). •

6.18. Remarque. L'etude qui vient d'etre faite depuis 6.9 permet ensuite de montrer
tous les resultats exposes en 6.5 pour n'importe quel diffeomorphisme C-analytique
<p: t/,-»D. De plus, si pj~ est irrationnel, <p* definit un homeomorphisme entre fl|~
(voir 5.6) et une partie de S1 minimale pour Ff (cf. 6.5). Cette image est alors
l'ensemble a-limite et l'ensemble w-limite de tout point de S1 par F$. Ce resultat
est bien sflr faux dans C, fl^ n'est pas forcement l'ensemble w-limite d'un point
accessible.

7. Topologie des attracteurs a nombres de rotations inferieurs et superieurs distincts
On va montrer dans ce paragraphe que si pj~ < pt, l'attracteur A! (et par consequent
Ao) est topologiquement complique. On donnera pour cela une condition
topologique impliquant une certaine homogeneite dynamique de A, et qui ne sera
done pas verifiee pour A,.

7.1. PROPOSITION. S'I7 existe un intervalle I de Rx{R} de longueur 1, tel que <p*~1(I)
soit borne, alors, pour tout xe A,, on a:

hm

Demonstration. On ecrit I = [a, a + l ]x{R} , et on suppose que

pl(f*^([a,a + l]x{R}))c[-b,b] ou

Puisque (p* ° T = T° <p*, on a, pour tout entier keZ:

px{$*~\[a + k, a + k+1] x{R}) )c [-b + k, b + k].

Done, si xeAJ, <p*(x) se trouve dans un intervalle [a + k, a + k+l]x{R} et Pi
se trouve dans l'intervalle [-b + k, b + k] correspondant, et on a les inegalites:

a-b<p~xo ^*(f) - p,(x) < a + b + 1 ;

or, pour tout xeAl et tout k e Z, on a:

- l < p , o Pk(<p*(x)) -p, ° ^*(x) - kp; < l.

On en deduit, pour tout x e Aj~ et tout fc e Z:

et comme AT est dense dans A, (cf. 6.4), pour tout xe A, et tout keZ:

-l+2(a-b)^p,°fk(x)-p,(x)-kp^l+2(a + b + l),

et on obtient la proposition. •

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442


270 P. Le Calvez

7.2. COROLLAIRE. Si p, < pt, alors pour tout a e R, Vensemble <p* l([a, a + 1]
est non borne.

Remarque. Le corollaire 7.2 peut aussi s'enoncer sous la forme suivante (voir
Charpentier [Chal]). On ne peut pas borner le nombre de tours autour de l'origine
qu'il faut faire pour joindre deux points quelconques de Aj~ par un arc dans U, sauf
aux extremites.

7.3. PROPOSITION. Si on suppose pY <pt, alors A^ n Af = 0.

Demonstration. Soit xeA^nAf un point accessible des deux cotes. On peut con-
struire, par 6.12, deux arcs y, et y2 dans C d'images disjointes verifiant:

y,(]0, l [ )n(ruC+) = y2(]0, l[)n(C"uC+) = 0,

7,(0) e C , y2(0)eC-, px ° y,(0)<p, ° y2(0),

y ,( l )eC+, y2(l)eC+, p>f 1 ( l )<p 1 »r 2 ( l ) ,

y,([0,1]) n A, = {x}, y2([0,1]) n A2 = {x}.

c

Par la proposition 6.13, on sait que l'ensemble <p* \]<p*(x), f ° <p*(x)[) est
contenu dans la composante interieure de la courbe de Jordan reunion de yi([0,1]),
de y2([0,1]) et les morceaux d'arcs de C et de C+ respectivement entre y,(0) et
y2(0) et entre yi(l) et y2(l). Cette composante est bornee, ce qui contredit le
corollaire 7.2. •

7.4. PROPOSITION ([Chal]). Si on suppose pY < p~t, alors At n' est pas reunion de deux
compacts connexes propres; c'est un continu indecomposable.

Demonstration. On ecrit A, = Af u A** ou A* et Af * sont deux compacts connexes
propres,c'est-a-dire Af # A, et Af*^ At. Puisque A* ̂  A,,onpeutchoisirx6 A,\Af
et une boule centree en x ne rencontrant pas Af. On choisit dans cette boule un
point x~ de Aj~, et un point x+ de Af. On peut joindre C a x~ (resp. C+ a x+)
par un arc a valeur dans UT (resp. dans Ut) sauf en x" (resp. en x+) et en
considerant le segment [x", x+], on en deduit l'existence d'un chemin y joignant
C~ a C+ et ne rencontrant pas Af. Comme l'ensemble C~u C + u y([0,1]) est
connexe et comme A*<= C\C~u C+u y([0,1]), la preimage ^"'(Af) de Af dans
le revetement universel est formee de copies translatees de Af, c'est-a-dire:

T - ' ( A ? ) = U fk(A5*),
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ou 7T : Aj*-» A* est un homeomorphisme. De meme:

77"1(Af*)= U fk(A'**),
fceZ

ou TT:A'**-> Af* est un homeomorphisme.
Comme A, = n~\A* u A**) est connexe, les ensembles 77~'(Af) et TT~1( Af *) s'inter-
sectent et on peut done supposer A',*nA',*V0. De meme, puisque A, =
L J M fk(A',*uA',**), l'ensemble A',*u A',** rencontre un here f'(A|*uA|**) ou
kel*. On peut done finalement supposer les conditions suivantes:

pourunfce

Soit x un point de A]\Af *, on peut trouver une boule centree en x ne rencontrant
pas Af * et un point de Af dans cette boule (puisque Af = A,). On a done Af n Af #
0. On considere done un point ye Ai*nAf et deux arcs yl et y2 dans t/[, issus
de C~ et atteignant respectivement y et T't(j') et dont les images sont disjointes.
On choisit alors un reel M > 0 tel que:

P1(f.([0,l])uf2([0,l])uA'1*uA'1**ufk(A;*))c:[-M,+M].

Puisque Pi<pt, l'ensemble <p*~\]$*(y), fk(<p*(y))]) n'est pas borne et on peut,
par 6.13, trouver un arc y dans t/f issu de C~, avec

dont l'image ne rencontre ni celle de y\, ni celle de y2 et tel que y(l) est un point
ze Ui verifiant |/?i(£)|> M. On peut toujours supposer quitte a restreindre y que
V-(f )nr( [0 , l ] ) = {f}.

On definit alors une courbe de Jordan par la reunion de y([0,1]), de V~(z) et
de l'arc compris dans C qui joint V~(z) r\Ca y(0). Cette courbe rencontre Fun
des arcs yi([0,1]) et y2([0,1]) a l'origine et ne rencontre pas l'autre. Les deux points
y et Tk(y) sont alors chacun dans une des deux composantes connexes du com-
plementaire de la courbe. Us peuvent etre joints par un ensemble connexe A',*u
A',**u Tk(A'**) qui ne rencontre pas la courbe (par le choix de M), d'ou la
contradiction. •

A ; * *

fk(\\*)
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8. Exemple d'attracteur indecomposable
On expose dans ce paragraphe la facon dont Birkhoff obtient un attracteur A,
possedant deux nombres de rotation distincts.

8.1. On connait l'existence (voir Birkhoff [B2] ou Herman [He2, page 33]) d'un
diffeomorphisme / de A de classe C°° ou meme R-analytique, homotope a l'identite,
preservant la mesure de Lebesgue m, deviant la verticale a droite et possedant une
zone d'instabilite, c'est-a-dire:

/ laisse invariants deux graphes de fonctions lipshitziennes de T1 dans R, ty~ et
4>+ avec i/r~< ip+;

f n'a pas d'autres graphes continus invariants dans l'anneau C delimite par
C" = gr «/r et C+ = gr i//+.

Dans ce cas, si / est un relevement de / dans RxR, les nombres de rotations p~~
et /Tdes applications definies par g~(d) = p^ f(d, tp~(6)) el g+(0) = p^ f(6, j/+(0))
pour 0 e R, verifient p~<p~+.

Remarque. Si p~ (resp. p+) est irrationnel, le graphe de i/T (resp. de <p+) est le seul
graphe invariant de nombre de rotation p~ (resp. p+) pour/ , et si p~ (resp. p+) est
rationnel, l'application \p~ (resp. ip+) est definie pour tout del1 par la relation:
ip-(6) = supipsEi;-<p(0) (resp. iA+(6») = inf^s E- <p{6)), ou Er (resp. £ - ) est
l'ensemble des applications de T1 dans U dont le graphe est invariant p a r / e t admet
p~ (resp. p+) comme nombre de rotation pour / .

8.2. On considere alors une application i/':T1-»R de meme classe q u e / (de classe
C°° si / est de classe C°°, analytique si / est analytique) verifiant ip~ < ip < tp+

(Birkhoff [Bl] demande en plus au graphe de i/' de diviser C en deux parties d'aires
egales, ce qu'on ne suppose pas ici), et on definit, pour ee ]0 , l[, l'application
fE: C -»Int C par:

/ , (0 , r )=/(0 ,e<K0) + ( l - e ) r ) (d,r)eC.

Cette application, de meme classe que/, verifie alors les proprietes 1.5 (en particulier,
Det Dfc = 1 - e), et on peut definir pour e e ]0, 1[ les attracteurs d e / que l'on notera
A0-e et Ai_E, les ouverts t / , e , V,E (i = 0,1), les ensembles A^E, A^E, les applications
/i~e, fi.ite, les nombres de rotation pie, p^ (( = 0,1), et pour le relevement/ d e /
defini par:

L(0,r)=f(8, e^(6>) + ( l - e ) r ) (6,r)eC,

les nombres de rotation reels pje et p*e (i = 0,1).

Remarques. (1) Si 0 < eo< 1, on peut trouver deux nombres /3 et f3' caracterisant la
deviation a droite de / uniformement pour tout e e [0, e0] (voir 1.2).

(2) La mesure de UUe et V, f est independante de e, a savoir:

T 1

= |
JTT1

En effet, la mesure de la couronne U\ delimitee par C~ et p a r / ( C ) , qui est l'image
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par / de la couronne delimitee par C et par le graphe de et/< + (1 - e) i/» , est egale
a JTi e(4i{6)-4>~{6)) dd, puisque / preserve m. Ainsi:

m(U0J = m(UUe)= I (\-E)nm(Ul)=

8.3. PROPOSITION. Si on definit d(A~£, C~) = inf8eT

de.

alors:

Demonstration. On va raisonner par l'absurde et montrer la proposition pour A M

ce qui suffira puisque ip~ < /xo ̂  /x^. On suppose l'existence de C > 0 et d'une suite
(£p)peN tendant vers 0 telle que, pour tout p e N , A1>e n H c = 0 , ou HC =
{(0,r)€C|i/r"(0)<r<eA"(0) + c}. Utilisant la theorie de Birkhoff (voir [Bl]ou[He2,
page 34], on a l'inclusion suivante:

Comme

et comme / preserve la mesure, on a:

m(\J f~"(Hc))

et ces ensembles etant ouverts, on en deduit:

keZ
fk(Hc)),

On note ensuite L la constante de Lipschitz de i/f+ et E =infeeTi \fi+{0) — *li~{6) et
on choisit7'0eM* verifiant: 2/(j0E -2- EL)stg P'/2, ou /3' caracterise la deviation
a droite (voir 1.3) pour toutes les applications/^, peN.

On considere ensuite les families fy =j/jo mod 1, j = 0, 1 , . . . ,j0— 1,
B, = {(fl, r) e C|

c

II existe alors noeN, tel que: pour tout je{0,... ,jo- 1}:

U f-n(Hc)nBj*0.
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Mais la suite fCp (resp. f~^) converge uniformement vers / (resp. / " ' ) sur tout
compact de A quand £ tend vers zero. On en deduit l'existence de poeN tel que,
pour tout je {0,. . . ,jo-l}:

G<n<n, P°

Mais par hypothese Hc c UJyBp pour tout p e H et, utilisant 4.5, on obtient:

pour tout j e {0 , . . . , j0 -1}, UTyCpgn Bj # 0 ,

et par consequent:

pour tou t ; 6 {0, . . . ,jo-l}, A ^ n B} * 0 .

Comme m( U\yEr ) = JT1 |A(0) — <A~(̂ ) ^^, il existe x = (6, r) e AJe verifiant r < i/»(0),
et on peut done trouver dans le revetement C deux points x = (0, r) et x' = (0', r)
de AT„ = Tr'VAr. ) verifiant:

0 < 0 ' < 0 + 2/7o,

On en deduit: r'-r> E -2/jo-2L/jo, soit ( 0 ' - d)/(r'- r)<tg /3'/2 ce qui est
impossible d'apres 4.8. C

8.4. On en deduit alors le corollaire suivant, qui prouve l'existence d'attracteurs de
Birkhofi ayant deux nombres de rotation distincts.

COROLLAIRE. On a les egalites suivantes:

limp,7f =p~, lim p ^ = P+-

Demonstration. On se contente de demontrer la premiere egalite. Puisque p~ est le
nombre de rotation induit sur C~ par/"1 , on a la relation suivante, pour tout xe C
et pour tout kefM:

Fixons un entier k0. II existe alors un voisinage Wde C" tel que, pour tout xe W
et tout k e {0 , . . . , fc0}, on ait:

Puisque la famille (/e)ee]0,i[ converge vers/quand e tend vers 0, il existe eoe]0, l[
tel que, pour tout e e ]0, eo[, pour tout xe W et tout ke {0, . . . , k0}, on ait:

- l < p , " / : k ( x ) - p 1 ( x ) + k p - < l .

On sait d'autre part, grace a la proposition 8.3, qu'il existe Ei e ]0,1[ tel que, pour
tout e e ]0, £][, on ait, pour ; = 0 ou 1, l'inclusion A^ec: W. Aussi, pour tout ee
]0, inf (ej, e2)[, on obtient les inegalites suivantes, pour xe A^.:

et done:

On a ainsi montre la premiere egalite de la proposition. •
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CHAPITRE II: PROPRIETES SUPPLEMENTAIRES DES
ATTRACTEURS DE BIRKHOFF

9. Rappels sur les diffeomorphismes de Vanneau dissipatifs et deviant la verticale a
droite
Pour des raisons d'ecriture, il est plus facile quand on etudie les attracteurs de
Birkhoff, de considerer des applications definies non plus sur une couronne bornee
comme dans le premier chapitre, mais sur l'anneau A = T1xlR tout entier. On va
rappeler dans ce paragraphe les principales proprietes des diffeomorphismes de A
dissipatifs et deviant la verticale a droite (voir Le Calvez [L]), puis on montrera
que l'application/definie au chapitre I se prolonge sur A en un tel diffeomorphisme.
On obtiendra en particulier, sous les notations de ce chapitre, l'existence, pour tout
reel p appartenant a l'intervalle [p^, p*], d'un ensemble d'Aubry-Mather de nombre
de rotation p contenu dans l'attracteur de Birkhoff A!.

9.1. On dira qu'un ensemble compact connexe X de A separe A, si et seulement
si A\X possede deux composantes connexes non bornees (eventuellement d'autres
composantes connexes bornees), et on ecrira respectivement U(X) et V(X) pour
les composantes connexes de A\X contenant T1 x ]-oo, - M ] et T1 x [M, +oo[, des
que M est grand. Si A\X n'a pas d'autre composante connexe que U(X) et V(X),
on dira que X est un compact annulaire.

9.2. On considere un diffeomorphisme/de A, de classe C1, homotope a l'identite,
dissipatif et deviant la verticale a droite, c'est-a-dire qui verifie les conditions:

(i) il existe a s [0,1] tel que, pour tout x e A, on ait

0<detD/(x)<a;

(ii) il existe /3 € ]0, n/2[ tel que, pour tout x e A, on ait

D/(x)-veC,(jS), D/- '(x)-veQ/(y8),

ou v est le vecteur (0,1) et ou C7(/3) et C7/(/3) sont les cones fermes definis en 1.2.
et dessines ci-dessous.

9.3. PROPOSITION. // existe un reel strictement positif M, tel que / ( T ' x [ - M , M])
soit contenu dans T1 x ]-M, M[.

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442


276 P. Le Calvez

Demonstration. Voir Le Calvez [L]. •

Remarque. La proposition precedente nous dit qu'il existe une couronne attractive,
comme dans le chapitre I. En particulier l'ensemble X = OneNf(Tl x[-M, M])
est compact, cdnnexe, invariant par / et separe A. On expose dans la suite de ce
paragraphe (9.4-9.8) les proprietes des ensembles compacts, connexes, invariants
pa r / et separant A (voir Le Calvez [L] pour les demonstrations).

9.4. Tout ensemble X compact, connexe, separant A et invariant par/est de mesure
nulle et done d'interieur vide, il est aussi annulaire. L'ensemble X' = Fr (U(X)) n
Fr (V(X)) est alors un compact annulaire invariant pa r / frontiere de U(X') et de
V(X'). De plus si Y est un autre ensemble compact, connexe, separant A et invariant
par / l'ensemble Y' = Fr( U( V)) n Fr (V( Y)) est egal a X'. II n'y a done qu'un seul
compact annulaire invariant par / et frontiere commune des deux composantes
connexes de son complementaire, on l'appelle l'attracteur de Birkhoff de / et on le
note A; il est contenu dans tous les compacts annulaires invariants par / et plus
generalement dans tous les compacts annulaires invariants par un itere / ' de / ou
q est un entier non nul.

9.5. On obtient de la deviation a droite une propriete geometrique supplemental.
Si X est un compact annulaire invariant par / tout point de U(X) (resp. V{X))
est accessible par un chemin negatif issu verticalement de l'infini a valeur dans
U(X) (resp. V(X)). Ainsi, par exemple, si x appartient a U(X), il existe un
plongement y de classe C1 de ]-oo, 0] dans U(X) et un reel T strictement negatif
tels que:

y(0) soit egal a x,
y'{t) soit egal a v si t est inferieur ou egal a T,
le relevement a U de Tangle que fait v avec y'(t), qui vaut 0 en T, est strictement

negatif quand t est strictement superieur a T.

9.6. Si X est compact, connexe, invariant par / et separe A, et si 6 appartient a
T1, on note (6, ixx{6)) et (6, /zx(#)) les points deX n{8}x R d'ordonnees respective-
ment minimale et maximale, definissant ainsi deux applications ix~x et /AJ de T!

dans U. On definit alors les graphes respectifs X~ et X+ de nx et de nx, ainsi que
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les ensembles

et

V+{X) = {{O,r)e/\\r>fix(e)}.

On obtient alors les resultats suivants:
(i) f-\L

(iii) l'application /xx est semi-continue inferieurement, continue a droite et admet
une limite a gauche en tout point;

(iv) l'application p.x est semi-continue superieurement, continue a gauche et
admet une limite a droite en tout point.

9.7. Si / est un relevement de /, son inverse preserve alors sur X~ l'ordre donne
par la premiere projection, et on en deduit qu'il existe un reel, note, px, tel que
pour tout x appartenant a X~ et tout entier n appartenant a N, on ait

-1 < Pi(f~"(x)) -ptW + npx < 1,

puis d'un ensemble d'Aubry-Mather contenu dans X~, dont le nombre de rotation
pour le relevement / est px-

On definit de meme px pour les points radialement accessibles par le haut, et on
montre que si X et Y sont deux compacts annulaires invariants par / tels que X
soit inclus dans Y, on a

Les reels p~x et p~x sont appeles nombre de rotation inferieur et superieur de X.

9.8. On a pour finir la propriete suivante, verifiee par l'attracteur de Birkhoff A
de/

THEOREME. Pour tout reel p appartenant a Vintervalle [p"X, p~X\, it existe un ensemble
d'Aubry-Mather de f, contenu dans A, de nombre de rotation p.

Demonstration. Voir Le Calvez [L]. •

9.9. Remarque. L'application f, definie en 9.2. possede par la proposition 9.3 une
couronne attractive C = T1 x [-M, M] (i.e./(C) est inclus dans Int (C)), sa restric-
tion a C s'etudie comme dans le premier chapitre; en particulier l'ensemble A\
defini dans ce chapitre et l'attracteur de Birkhoff A defini en 9.8 coincident.
Reciproquement, si C est une couronne delimitee par deux graphes d'applications
continues tp~ et i/>+ de T1 dans R, verifiant tp~< i/>+, toute application/ de C dans
C diffeomorphisme de classe C1 homotope a l'identite de C sur son image, dissipatif
et deviant la verticale a droite, peut etre prolongee en un diffeomorphisme g de A
possedant les memes proprietes.

On commence par construire un petit voisinage C de C, couronne delimitee par
les graphes de deux applications de classe C2 <p~ et ip+, verifiant 4>~ < i/*~ < i/»+ < 4>+

et un diffeomorphisme / de classe C de C dans une partie de lui-meme, qui
prolonge / qui soit dissipative, qui devie la verticale a droite, et qui soit de classe
C2 au voisinage de chacun des bords de C. Le champ de vecteur D/(/~1(x)) • v
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defini sur f(C) peut alors se prolonger en un champ de vecteur w continu sur A,
de classe C en dehors de f(C) et sur un voisinage de chacun de ses bords, verifiant

w(x)e C,(/3) pour tout x e Ar

w(x) = (1, cotg B) si |p2(*)| est suffisament grand.
On obtient alors un diffeomorphisme | de classe C1 de A sur son image, homotope
a l'identite et qui devie la verticale a droite, par les equations:

§(ej-(o))=f(ej-(e)),

c'est-a-dire en envoyant chaque verticale {0}xlR surune courbe integrale du champ
to qui passe par les points (0, i// (0)) et (6, t/^(0)).

Puisque la direction de w(x) en tout point de A est dans le cone Cj{B), l'image
g(A) est soit egale a A soit bordee par une ou deux courbes integrales de a), chacune
egale au graphe d'une application de classe C2 de T1 dans U. Supposons par exemple
que g( A) ait un bord superieur, note B+, et considerons une application £: A -»[0,1 ]
de classe C1, egale a 1 au-dessus et au voisinage de B+ et egale a 0 au-dessous et
au voisinage d e / ( C + ) . Le champ de vecteur w* defini en tout point de A parl'egalite

co*(x) = f (x)(l, cotg )8) + (1 - f (x))w(x)

a une direction, en tout point, a valeur dans C,(P) et plus proche de la verticale
que celle de w; aussi la courbe integrale de ce champ qui passe par (6, ip (6))
sera-Nelle situee au-dessus de celle de «. On en deduit que w* ne possede aucune
courbe integrale fermee ent re / (C + ) et B+ et comme il est constant egal a (1, cotg /3)
au-dessus de B+, qu'il ne possede en fait aucune courbe integrale fermee au-dessus
de f(C+). Ainsi si on remplace w par o>* dans l'equation definissant g, l'image
g(A) n'a pas de bord superieur; on peut raisonner de meme et supposer qu'elle n'a
pas de bord inferieur, c'est-a-dire en fait que g(A) est egal a A.

On definit alors, pour tous reels strictement positifs e et 17, une fonction de classe
C\ <5:RxR->R telle que:

d<i>/dr(6, r)>0,
0, r) = r si 4i~{B) < r < <p+(e),

6, r)<r] si r < i / T ( 0 ) - e et si r > tA+(0) + e.
En choisissant e et 17 suffisament petits, on obtient un prolongement g qui convient
par la relation:

10. Semi-continuite des nombres de rotation

10.1. On note $f l'ensemble des diffeomorphismes de A de classe C\ homotopes
a l'identite, dissipatifs et deviant la verticale a droite (voir 9.2). On note de meme
$C l'ensemble des diffeomorphismes de A qui sont des relevements d'un element
de X.

S i / e dK, on notera A(/) l'attracteur de Birkhoff de/ (voir 9.4); on ecrira de meme
A~(/) et A+(/) pour l'ensemble des points de A(/) radialement accessibles
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respectivement par le bas et par le haut, et A(/) pour la preimage de A(/) dans

De meme, si feft releve l'application fe3€, on posera A(/) = A(/),
A-(/) = A"(/), A+(/) = A+(/), A(/) = A(/). On notera aussi p~(f) etj+(f) les
nombres de rotation respectivements inferieurs et superieurs definis p a r / sur A(/).

On obtient ainsi des applications definies sur ft, a valeur dans U ou dans l'ensemble
des parties de A, et on veut etudier la continuite de ces applications.

On dira qu'une suite (/n)nEN (resp. (/n)neN) d'elements de 3€ (resp. ft) converge
vers/e "dt (resp./e ft) au sens de la C'-topologie, si elle converge uniformement
vers / (resp./) sur tout compact et si la suite des derivees (D/n)neN (resp. D/n)neN

converge uniformement vers Df (resp. Df) sur tout compact. On munit "X (resp. ft)
de la C'-topologie, et on obtient ainsi des varietes frechetiques.

On definit de meme sur l'ensemble des compacts de A la distance de Hausdorff
dont on rappelle quelques proprietes ci-dessous.

10.2. Definitions et rappels sur la distance de Hausdorff. Si (E, d) est un espace
metrique, on note 3if(£) l'ensemble des fermes bornes non vides de E. On peut
alors munir 3if(£) d'une topologie definie par la distance suivante:

D(X, Y) = max(supd(x, Y), sup d(y, X)),
xeX ye Y

ou X et Y sont deux elements de 3V(E) et ou d(x, Y) = infyeYd(x,y).
On note alors:

Bd(x,r) = {yeE\d(x,y)<r},

ou r>0, xeE, XeX(E).
De plus, si (E, d) est compact, on peut munir l'ensemble des applications continues

de E dans E, note &(E), de la distance suivante 8, qui definit la convergence
uniforme:

S(f, g) = sup d(f(x), g(x)), ou / et g appartiennent a &{E).
x<=E

PROPOSITION, (i) Si (£, d) est compact, alors {%{E), D) Vest aussi.
(ii) Si (E,d) est compact, l'ensemble des fermes connexes de E est ferme dans

(iii) Uensemble des compacts connexes de A, separant A, est un ferme pour la
distance de Hausdorff.

(iv) Si E est compact, Vapplication %:%(E)x&(E)^X(E) definie par
%(X,f)=f(X) est continue.

Les resultats (i) et (ii) sont classiques, on les trouve dans Choquet [Cho] ou dans
Kuratowski [Ku]. Le resultat (iii) se montre de facon analogue. Si (Xn)neN est une
suite de compacts connexes separant A et convergeant vers le compact X, on peut
trouver M > 0 tel que T1 x ]-M, +M[ contient X et tous les elements de la suite
(XJn e N. On sait deja par (ii) que X est connexe; pour montrer qu'il separe A, on
considere un chemin y joignant T 'x{ -M} a T'x{M}. Puisque, pour tout neN,
on a y([0, 1]) n X , ^ 0 , on en deduit y([0, 1]) n X * 0 et le resultat.
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Pour montrer (iv), on fixe un couple {X0,f0)e 3V(E)x &{E) et on a alors les
inegalites suivantes pour tout (X,f) e 3if(£) x

D(f(X)J0(X0))^D(f(X),f0(X))

sS(//0) + D(/0(X),/0(X0)).
Or, /o etant uniformement continue, fo(X) tend vers fo(Xo) quand X tend Xo, et
on a le resultat. •

COROLLAIRE. Si E est compact, si/„ est une suite d'elements de 9(E) convergeant
uniformement vers f, si Xn est une suite defermes non vides de E convergeant vers X
et si pour tout neN, fn(Xn) = Xn, alors f(X) = X.
Demonstration. Le resultat (iv) de la proposition precedente prouve que
Jf = {(X,f)\2(X,f) = X} est un ferme de X(X)x9(X). •

On termine ces rappels sur la definition suivante (voir Choquet [Cho] ou Kuratowski
[Ku]):

Definition. Soit (£, d) un espace metrique et (F, ST) un espace topologique. Une
application / : F-* 3£{E) sera dite semi-continue inferieurement si, pour tout ferme
X c E, l'ensemble des x tels que f(x) c X est un ferme de F.

10.3. PROPOSITION. Vapplication A de dX dans 3^(A), qui dfe X associe son attrac-
teur de Birkhoff A(f), est semi-continue inferieurement.

Demonstration. On considere un ferme X<= A, une suite (fn)neN d'elements de dK
convergeant vers fe "M au sens de la C'-topologie, et on suppose que, pour tout
n e N, A(/n) c X. On veut montrer l'inclusion A(/) c: X.

On sait qu'il existe un reel M > 0 tel que /(T1 x[-M, +M])<= T1 x]-M, +M[
(voir 9.3). Par consequent, pour n assez grand, on a:

/ n (T 'x [ -M,+M])c :T 1 x] -M,+M[ et A(fn)cJlx]-M,+M[.

La proposition 10.2 prouve alors la compacite relative de {A(/n), neN} et done
l'existence d'une valeur d'adherence A'de la suite (A(/n))neN. On a d'ailleurs A'c X.
En utilisant de nouveau la proposition et le corollaire 10.2, on en deduit que A' est
un compact connexe separant A invariant pa r / Utilisant la definition de A(/), on
trouve finalement A(/) <= A' <= X. •

COROLLAIRE. L'ensemble des points de continuite de Vapplication f-> A(/) est un Gs

dense de %€.

Demonstration. Si E est un espace de Baire et si (F, d) est un espace metrique
compact, toute application semi-continue inferieurement de E dans X(F) admet
un Gs dense comme ensemble des points de continuite (voir [Cho] ou [Ku]).
Malheureusement, comme A n'est pas compact, l'ensemble $f muni de la C1-
topologie, n'est pas un espace de Baire. En effet, on a l'egalite ^ = Un£N* %n, ou
dKn est l'ensemble des fonctions de $f qui verifient les conditions 9.2 avec a = 1 - 1 / n
et /3 = 1/n et chacun des %€„ est un ferme d'interieur vide pour la C'-topologie. On
peut cependant utiliser le resultat enonce plus haut comme le montre ce qui suit.
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Puisque !X(A) est un espace metrique, l'ensemble •£ des points de continuite de
l'application consideree est un Gs, il reste a montrer qu'il est dense. Soit f0 un
element de $f, il existe M > 0 tel que/oCT1 x [-M, +M]) <= T1 x ]-M, +M[. ' . .iote
Y le voisinage ouvert de f0 forme des elements / de $f verifiant

/(T1 x [-M, +M]) c T ' x ]-M, +M[

et on note Y' l'ensemble des restrictions a T1 x [-M, +M] d'elements de Y. Mais
par la remarque 9.9, Y' est un ouvert de l'espace des fonctions de classe C1 de
T'x[-M, +M] dans T1 x[-M, +M] muni de la C'-topologie. Ce dernier espace
est complet et Y' est done un espace de Baire. En appliquant le resultat cite plus
haut, on en deduit que l'application qui a un element / de Y' associe son attracteur
de Birkhoff est continue en tout point d'un Gs dense de Y'.

Pour montrer que $ est dense dans Y, il suffit de montrer que si / e Y et si W
est un voisinage de /, alors toute application de Y' suifisamment proche dans la
C'-topologie de la restriction d e / a T ' x [ — M, +M] se prolonge en un element de
W. Or, ceci se montre aisement en utilisant la methode des champs de vecteurs
employee deja dans la remarque 9.9.

10.4. On a des resultats analogues pour les nombres de rotation.

PROPOSITION. L'application de fCdans R quiafe ft associe le reelp+(f) (resp. p~(f))
est semi-continue inferieurement (resp. semi-continue superieurement).

Demonstration. On considere un reel a, une suite (fn)neN d'elements de ft conver-
geant vers fe X au sens de la C'-topologie et on suppose que pout tout nef*J,
p+(/n) < a. On veut montrer l'inegalite: p+( /) ^ a.

Puisque p+(/n)< a, on sait par 5.2 que Ton a pour tout k e N et pour tout x e A(/n):

On a vu dans la proposition 10.3 que la suite A(/n) admettait une valeur d'adherence
A' contenant A(/), limite d'une suite extraite A(fnp)p^N.

Si xe A'= 7r~'(A), on peut trouver une suite (xnp)peN avec xnp e A(/n ) et conver-
geant vers x. La suite (fnp(xnp)peN converge alors vers fk(x) pour tout IceN.

On en deduit l'inegalite suivante verifiee pour tout xe A' et pour tout keM:

Cette inegalite est vraie en particulier pout tout fceNet pour tout x e A(/) puisque
A(/) <= A'. En considerant un ensemble d'Aubry-Mather forme de points radialement
accessibles par le haut, on en deduit l'inegalite p+(f)sa. La demonstration est
analogue pour l'application f>-*p~(f). •

COROLLAIRE. Uensemble des points de continuite de Vapplication f<-^p+(f) (resp.
est un Gs dense de %€.

Demonstration. La demonstration est identique a celle du corollaire 10.3. •

10.5. Remarque. On verra dans le paragraphe 12 que les applications definies en
10.3 et 10.4 admettent des points de discontinuite. On note aussi que tout point de
continuite de l'application /->A(/) est un point de continuite des applications

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442


282 P. Le Calvez

/ | -»p + ( / ) et / l -»p~(/) . En effet, si / o e $€, on a la relation suivante pour tout k e
et tout xe A(/o) (voir 5.2):

Un entier fc et un reel e > 0 etant fixe, on a la relation suivante pour x dans un
voisinage de A(/o):

- 1 + kp-(fo) - e <p~l°fk(x) -p,(x) < 1 + fcp+(/0) + e.

Si l'application/i-^ A(/) est continue en/0, on en deduit l'existence d'un voisinage

de /o dans "§€ tel que, pour tout / dans ce voisinage et pour tout x e A(/), on ait:

-l + kp-(fo)-e<pl°fk(x)-pl{x)<l + kp+(fo) + e.

En choisissant un point dans un ensemble d'Aubry-Mather forme de points radiale-
ment accessibles par le haut, on obtient:

et de meme:

On conclut en utilisant 10.4.

Remarque. Dans les demonstrations des propositions 10.3 et 10.4, on n'utilise jamais
la convergence des derivees et si on munit les ensembles Sff et $C non plus de la
C1-topologie, mais seulement de la C°-topologie (c'est-a-dire de la topologie
compacte ouverte), les propositions 10.3 et 10.4 sont encore valables (on se servira
de cette remarque dans le paragraphe 1). Cependant, on n'a pas pour cette topologie
les equivalents des corollaires 10.3 et 10.4.

11. Etude d'une famille d'attracteurs de Birkhoff
On etudie dans ce paragraphe une famille d'applications de A possedant un attrac-
teur de Birkhoff. Ces applications ont generalement une ecriture simple et peuvent
etre etudiees sur ordinateur. D'autre part, elles permettent de repondre a un grand
nombre de questions sur les attracteurs de Birkhoff. On rappelle dans le paragraphe
11.1 des resultats sur une famille de diffeomorphismes de A preservant la mesure
(voir Herman [He2]).

11.1. Soit <p:R->[R une application 1-periodique de classe C1. On definit alors un
diffeomorphisme ]x de A de classe C1 qui releve un diffeomorphisme fx de A,
preservant la mesure et deviant la verticale a droite par la relation:

/i(0, r) = (0 + r, r+ <p(6 + r)), si (0, r) e A.

Si JJ <p(0) dd T6 0, fi ne laisse invariant aucun compact connexe separant A.
Si Jo<p(0) dd = O, et si X est un compact connexe separant A et invariant par/, ,

alors les ensembles Fr U(X) et Fr V(X) (voir 9.1) sont des graphes lipschitziens
de la forme {r=i£(0)}.

Si Ton a un graphe invariant par/, de la forme {r = i/*(0)} et si iA est l'application
1-periodique definie sur R par tp, alors l'application g = Id+tA est un homeo-
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morphisme croissant de R relevant un homeomorphisme de T1, conjugue par la
projection p, a la restriction de / , au graphe de i/», et on a la relation suivante:

Reciproquement, si g est un homeomorphisme de IR relevant un homeomorphisme
de T1 verifiant l'egalite ci-dessous, alors le graphe de g - I d est invariant p a r / j .

Si Ton definit pour tout graphe T invariant par fx le nombre de rotation induit
par / , sur f et si Ton note Wi l'ensemble des nombres de rotation ainsi obtenus, on
a le resultat qui suit:

3? est un ferme invariant par translation et par symetrie,

(c'est-a-dire: p e 9?=>p+1 e $! et - p e S ? ) .
En effet, i/> est un graphe invariant si et seulement si l'application g = ld+ij/

qui definit le nombre de rotation verifier (g + g~')/2 = Id + <̂p. On note alors
Pi = inf 0t n [0, +oo[ (en particulier p\ = +oo si 3# = 0 ) .

11.2. Soit ip: U-*U une application 1-periodique de classe C\ On introduit de la
meme fa9on une famille (/E)e<=]O,i[ de diffeomorphismes de A en definissant pour
tout e 6 ]0,1[ le relevement fE par la relation:

On obtient une famille de diffeomorphismes dissipatifs (Det Dfs = e) et deviant la
verticale a droite. On note alors AE l'attracteur de Birkhoff A(/e) de fE, p^ et p~e

les nombres de rotation definis par / e sur As. On ecrira de meme: A~, A*, Uc, U~,
Vc, v:,...pomA(fe),A

+(fe),

11.3. PROPOSITION. Si \l<p{6) d§ = 0, alors p~< 0 < pt•

Demonstration. On montre l'inegalite p+
E s 0, l'autre inegalite s'en deduit aisement.

On suppose que ee]0 ,1[ et que ^0<p(d) d6 = 0. L'application / e laisse invariant
l'ensemble Ae et envoie T1 x {0} sur le graphe de <p. Si AE ne rencontre pas T1 x {0},
ces deux ensembles delimitent une couronne ouverte bornee dont l'image par fc

delimitee par Ac et par le graphe de cp aura meme mesure puisque \l <p(6) dd = 0
et ceci est impossible puisque/e est dissipatif. On en deduit que AE rencontre T1 x {0}
et comme il est invariant par fE il rencontre aussi le graphe de ip, image par / de
T'xjO}.

II existe done un point x = (d, r)e A^verifiant r >$(§). Lepoint /7 ' (^) appartient
aussi a A^ et on a:

Mais, comme / J 1 preserve sur A^ l'ordre donne par la premiere projection, on en
deduit que la suite (px ° /J"(x))n E N est decroissante. On obtient

p : i i m U . n
n

11.4. On etudie le comportement de / e quand e tend vers 1. On rappelle que le reel
p\ a ete defini en 11.1.
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PROPOSITION. Si Ji <p(d) d6 = Q, alors pour tout e e ]0,1[, on a:

-Pi^P^pt^Pi, limp~t = Pi et lim p ^ - p , .

Demonstration. Orr-envisage trois cas:

ler cas: p1 = +<x. On suppose que la fonction ei-»p^ ne tend pas vers +00 quand
e tend vers 1; on considere alors une suite (en)neN tendant vers 1 telle que (p*n)neN

converge vers un nombre p e U et on va montrer alors une contradiction.
On definit pour e e ]0,1[, l'ensemble A',T = Fr V*, c'est un compact connexe

separant A (en fait une courbe de Jordan) et V* est la composante connexe non
bornee superieure de A\A^+. Puisque la suite (p*J est bornee, il en est de meme
de la suite (A*n)n<=t*. En effet, si x = {6, r)e A^ et si x'=f~'(x) = (§', r'), on doit
avoir:

soit

et done:

r |< 1 + sup |p^J+ sup |(p(0)|.

On en deduit que la suite (A£)n e N est bornee et on peut done en extraire une
suite (A£ )fceN convergeant vers un compact connexe A'. On rappelle que V(A') est
la composante connexe superieure de A\A'. Soit xe V(A') et soit B un voisinage
compact de x dans V(A'). Pour k suffisamment grand, on aura B<= V(A't

+
n )= V+

En

et par consequent f^(B)^ V+
En . En faisant tendre k vers +00, on en deduit

/ r ' (x )eV(A ' ) .
L'inclusion / r 1 (V(A ' ) ) c V(A') et le fait que Ji<p(0) d6 = 0 prouvent alors la

relation V(A')<=/,(V(A'))<= VOV). L'ouvert Un e N / r ( V(A'))<= VW) est alors
invariant et sa frontiere est necessairement un graphe invariant (voir Herman [He2,
chap. I], ce qui contredit le fait que p~x = +00.

2e cas: 0 < p , <+oo. C'est le cas etudie par Birkhoff (voir § 8) ou il existe une zone
d'instabilite C delimitee par deux graphes C~ = gr t/»~ et C+ = gr \p+ invariants par
/ , et ayant comme nombres de rotation respectifs —pj et pV La couronne C est
alors attractive pour/E (/e(C)<= Int C) si e 6 ]0,1[, et la famille (AE)fe]01[, formee
de compacts de C, est relativement compacte. Si (en)neN est une suite convergeant
vers 1 telle que (AEn)neN converge vers A', on sait par le meme raisonnement que
dans le premier cas que les ensembles Fr U(A') et Fr V(A') sont alors deux graphes
invariants contenus dans C, ils sont done chacun egal a un bord de C. Mais, d'apres
11.3, on a plus precisement Fr U(A')= C et Fr V(A') = C+. On en deduit, comme
au corollaire 8.4, les relations:

lim p j = - p i , lim pl~=p\.

D'autre part, si x est un point radialement accessible par le haut et contenu dans
un ensemble d'Aubry-Mather associe a fF et si x = (0, r) verifie TT(X) = X, on a la
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relation suivante, puisque fe devie la verticale:

En notant g+ = ld + 4>+, on obtient en fait pour tout neN:

et on deduit l'inegalite pt — Pi, et de facon analogue l'inegalite -px<p~~.

3e cas: p{ = 0. II existe dans ce cas un graphe r = $(d) invariant par / ; possedant
un point fixe. Les points fixes de fx appartiennent toujours a R x {0} et en fait les
points fixes du graphe precedent sont les points d'intersection de ce graphe avec la
droite Rx{0}. On note g = ld + tjj et onsait (voir 11.1) quele graphe de î * = g ~ ' - I d
est aussi invariant par / , . On a d'autre part les implications suivantes pour tout 6 e U:

$§ <) => (A*(0) = O et <p(6) = 0,

O => <A*(0)<O,

iA(«9)<0 => i
On note

et C = n(C). L'ensemble C est alors un compact connexe separant A et invariant
par / , . De plus, on a rinclusion/c(C)<= C pour tout e e ] 0 , l[ , ce qui implique que
l'attracteur de Birkhoff AE d e / e s t contenu dans C, les points de la forme (6, 4>(6))
avec t/K0) = 0 (et done aussi <A*(0) = 0) appartiennent done a AE et de plus Us sont
radialement accessibles par le haut et par le bas. Comme ils sont fixes pour toutes
les fonctions fe (en effet t/>(0) = <p(0) = O), on a, pour tout e e ]0,1[, p~ = p+

c =0.

Remarque. II y a beaucoup d'applications <p, meme tres simples, qui verifient
lo<p{0) dd = 0 et telles que l'application fx ne possede pas de graphes invariants.
II suffit en effet d'avoir l'inegalite infe^9. (<p(0) - <p(0')/(6 - 6') < - 2 (voir Herman
[He2]). On obtient ainsi des applications simples ayant des attracteurs de Birkhoff
avec deux nombres de rotation distincts.

11.5. PROPOSITION. SipeU est le nombre de rotation d'un ensemble d'Aubry-Mather
de ft, e e ] 0 , l [ , on a la relation \p\< |M| 0 / ( l - e ) ou ||<p||o = supeeT>|(p(0). En
particulier, pour tout e e ]0,1[, on a:

1-e 1 -e

Demonstration. Un ensemble /e-ordonnee E (voir 5.3) apparait comme le graphe
d'une fonction i/», definie sur un ferme K de R, telle que g = Id +1/* soit un homeomor-
phisme croissant de K. On a alors l'egalite suivante entre fonctions definies sur K:

ifi ° g — eifi = (p ° g ;
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et done, pour tout n e N\{0}

1 l ' <A ° gk+x -1 "l h gk = 1 "l $ o i k + I .
-. n fc=o n k=o n k=o

Si £ est la preimage d'un ensemble d'Aubry-Mather de fr de nombre de rotation
p, le terme de gauche de l'egalite precedente converge uniformement en tant que
fonction definie sur K=pl{E) vers le reel p ( l - e ) . On obtient ainsi l'inegalite
p < | | ^ | | 0 / ( l - e ) . D

11.6. On etudie, maintenant et jusqu'a la fin du § 11, le comportement de/E quand
e tend vers zero. On remarque d'abord que fc converge dans la topologie compacte-
ouverte vers l'application f0 definie par:

et que/E converge dans la topologie compacte-ouverte vers l'application/0: A^ A
relevee par /„.

Les applications/o et/0 ne sont plus des diffeomorphismes, mais des applications
a valeurs respectivement dans le graphe de <p et dans le graphe de <p.

La projection px definit alors une conjugaison entre la restriction de f0 a gr <p et
l'application g = Id+ ip. De meme, px definit une conjugaison entre la restriction de
/o a gr <p et l'endomorphisme g de T1, de degre 1, que definit g:

to . /o

gr tp * g r <p g r <p * gr (p

V • T1

La theorie des endomorphismes du cercle a ete etudiee par plusieurs auteurs (voir
[CGT], [Mi], [NPT],...) et Ton va voir ici comment on peut retrouver certains de
ces resultats.

11.7. LEMME. Pour la distance de Hausdorff, on a:

lim Ae = gr <p.
*0

Demonstration. Puisque \p2°fA^, Ol— £|H + supf>eT'|<p(0)|, U existe M > 0 tel que,
pour tout e e ]0,5], on ait: / e (T ' x [-M, + M ] ) c T ' x [ - M , +M] et par consequent
A B c T ' x [-M, +M]. La famille (Ae)ee]0>j] est done relativement compacte pour la
distance de Hausdorff. Soit maintenant A une valeur d'adherence de la famille
(A£)ee]o,i] quand e-»0. Par le corollaire 10.6, on sait que /0(A) = A. Ainsi, A est
inclus dans gr q>; comme il separe A (voir proposition 10.2), on a: A = gr <p. D

11.8. PROPOSITION. // existe deux reels po et p£ avec Po^Po et verifiant:
(i) l i m p 7 = po, limp+

e = pt;
f->0 £->0
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(ii) Pour tout 6eU, pour tout keM,

(iii) Pour tout p e [p"o, p"o ], i/ existe 6eU tel que pour tout keN on ait:

et tel que la suite (gk(0))fceN se projette dans T1 dans le meme ordre que la suite
(kp mod l ) k e N .

Demonstration. La famille (Ae)ee]0)|] etant uniformement bornee, il en est de meme
pour les families (pj)c£]o,|] et (pt)es]o,{y On considere une suite (e n ) n s N convergeant
vers 0 telle que les deux suites (p7n)n^N et (ptJnaN convergent respectivement vers
deux reels p~ et p+ .

On sait par 5.2 que, pour tout keN, pour tout n e N e t pour tout xeAEn, on a:

- 1 + ftp" < p , - / ^ ( x ) - A ( x ) < 1 + fcpX•

Puisque, pour fc fixe, la suite /*n converge uniformement sur tout compact vers /o ,
que limn^+0O AEn =gr<p, que \imn^+x p~n = p~ et que l imn^+ c op^ = p + , on obtient
pour tout keN et pour tout xeg r (p, la relation:

j n ,On choisit maintenant p~e[p~,p+]. II existe une suite (pn)n £^ avec pn £ [p
convergeant vers p et pour chaque n e N u n ensemble d'Aubry-Mather En c AEn de
nombre de rotation pn pour /£n. La suite (Hn)n £ Nest bornee et Ton peut considerer
une valeur d'adherence E c gr <p de cette suite. On sait que, pour tout keN, pour
tout neM et pour tout x e En, on a:

-1 + kp~<px °ft(x)-pi(x)< 1 + kp:.

On obtient done par le raisonnement precedent la relation suivante, pour tout x e H
et pour tout keN:

D'autre part, /0(H) = H et l'ordre defini par la premiere projection est preserve par
/o, e'est-a-dire:

puisqu'il en est ainsi pour/£n sur S n , et done si dep^E), la suite gk(0) se projette
sur T1 dans le meme ordre que la suite kO.

Enfin, ce qui precede prouve que le couple (p~, p+) est independant de la suite
( e J n e N choisie. En effet, si (e^)nefsj est une autre suite tendant vers 0 et si p'~ et p '+

sont les limites respectives de ( P ^ K E N et de (p^) n e N , on obtient une orbite positive
de nombre de rotation p'~ (resp. p'+) et par consequent: p~ < p ' " < p ' + < p + . Par
symetrie, on a p'~ s p~< p~+s p ' + , et la proposition est demontree. D
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11.9. Remarque. Tout endomorphisme g de T1 de degre 1 et de classe C\ possede
un relevement g = ld+<p ou ip est une fonction de classe C1 et de periode 1.
En etudiant alors, comme on vient de le faire, la famille (/f)ee]o,i[ definie par
fe{G,r) = {d + r, er+<p(0 + r)), on retrouve l'existence d'un intervalle de rotation
pour g. On pourrait alors par approximation retrouver les resultats pour les endomor-
phismes continus (voir [CGT], [Mi], [NPT]).

11.10. Remarque. Pour rester dans le domaine des analogies entre les endomorphis-
mes du cercle et les attracteurs de Birkhoff, on note la ressemblance entre le resultat
de Auslander et de Katznelson [AK] qui exprime qu'un endomorphisme du cercle,
sans point periodique, est semi-conjugue a une rotation d'angle irrationnel et le
resultat equivalent pour les attracteurs de Birkhoff. Un attracteur de Birkhoff A sans
points periodiques a ses deux nombres egaux et irrationnels (9.8), et la dynamique
sur cet attracteur est semi-conjuguee a une rotation d'angle irrationnel (5.10).

12. Discontinuite des nombres de rotation
12.1. On va montrer dans ce paragraphe que les applications definies en 10.8, qui a
fe $C associent les nombres de rotation p~(f) et p+(f) de l'attracteur de Birkhoff
de / , ont des points de discontinuite quand on munit $t de la topologie definie en
11.1.

Si <p e C ' (T ' ) , on notera /„ le diffeomorphisme de A defini par la relation:

fv(0, r) = (§+ r, r+cp(e + r)) si (0, r) e A

e t / v le diffeomorphisme de A induit par fv.
On va construire dans 13.2 une application continue y:[0,1]->(C4(T') : t>->y,

ou CCIT1) est muni de la norme ||<p||4 = supoSSS4(sup(,eT' |DV(0)|) et telle que:

pour tout t e [0, 1] JT> y,(6) dd = 0;
fyo n'a pas de graphe invariant de la forme r = ijj(d) de nombre de rotation entier

pour/TO, mais possede quand meme un graphe invariant;
fy: n'a pas de graphe invariant si te ]0,1].

12.2. D'apres le theoreme des courbes invariantes (voir par exemple Herman ([He 2,
chap. IV]) il existe a>0 tel que si <peC4(T') verifie JT> <p(d) dd = 0 et ||<p||4<a
alors fv admet au moins un graphe invariant de la forme r = ip{6).

D'apres Herman ([He 2 p. 65-70]), on peut construire un homeomorphisme g
croissant de R tel que:

ijf = g-ld est 1-periodique;
g(0) = 0;
pour tout te]0, l[, g(t)>t;
g est de classe C4 sur ]0,1[;
g est derivable a droite en 0 et gd(0)> 1;
g est derivable a gauche en 1 et gg(l) < 1;
l'application <j> = g + g"1 - 2 Id est de classe C4, ne s'annulle qu'aux points de la

forme k/2 ou k e Z et verifie JJ <p(6) de = 0;
l'application (pe C4(I11) definie par <p verifie ||<p||4<a.
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*• e

Les points fixes de fv sont alors les points de la forme {k + \, 0), avec keZ, qui
sont elliptiques et les points de la forme (k, 0), avec keZ, qui sont hyperboliques.
Les deux branches de la variete instable de (k, 0) sont alors formees aux extremites
pres respectivement d'une branche de la variete stable de (k+ 1, 0) et d'une branche
de la variete stable de (k — 1, 0). Ces varietes sont formees des graphes de i// = g — Id
et de g"]-Id.
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La droite 6 + r = \ rencontre le graphe de ijj en un point x0. II existe alors une
boule centree en x0 telle que, pour tout fceZ\{0}, on ait / l t (Bngri^)nB = 0 et un
reel 77 > 0 tel que si x — (6, r) e gr i/f verifie 16 + r —1| < r\ alors xe B.

On considere alors une fonction h e C4(T') dessinee cidessous et verifiant:
h(d) = 0 si

pour tout 0ei\-T),k+v], \H6)\<(p(6)

lnf,Dh(6) + D<p(6)<-2.
en

h(6)

On definit ensuite la famille (<pu)ue[o,i] en posant <pu = <p + uh si HE[0, 1]. On a
les resultats suivants:

II existe woe]0, l[, tel que si u<uo on ait ||^u||4<a, et par consequent tel que
fVu admette au moins un graphe invariant.

L'application fVi n'a pas de graphe invariant puisque inffleTi D<p-[{d)<-2 (voir
la remarque en 11.4).

Si ue]0, 1] les points fixes de fVu sont les points de la forme (k + \,0) avec keZ,
qui sont elliptiques et les points de la forme (k, 0), avec k e Z, qui sont hyperboliques.
De plus la variete instable de (0, 0) et la variete stable de (1, 0) se coupent transver-
salement au point xr. On a une intersection homoclinique transverse. On en deduit
que fVu n'a pas de graphe invariant de nombre de rotation 0. En effet, un tel graphe
devrait posseder un point fixe, ce qui l'oblige a rencontrer une des varietes stable
ou instable precedentes et de ce fait, a contenir le point (0,0). Ceci est impossible
a cause de l'intersection homoclinique transverse.
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L'ensemble des reels we[0,1] tels que fVu admette un graphe invariant est un
ferme (voir Herman [He2], page 56]), et si on note we]0, l[ sa borne superieure,
on obtient le chemin y[0, l]-» C4(T') demande en 12.2 en posant y, = <pUl+,(i-u,).

On note que fyo n'ayant pas de graphe invariant de nombre de rotation 0, il n'a
pas de graphe invariant de nombre de rotation entier, car l'ensemble des nombres
de rotation est un ferme invariant par translation entiere (voir 11.1).

12.3. PROPOSITION. Les applications de fC dans R qui a tout element f de %C associent
les reels p+(J) et p~(f) ont des points de discontinuity dans "M.

Demonstration. On va supposer que l'application f>-^p+(f) est continue sur %t et
on aboutira a une contradiction. La methode reste valable pour l'application
f^P'(f)- On rappelle que y :[0,1]^ C\V) a ete definie en 12.1 et 12.2. On definit
une famille (/i),e[o,i].Ae]o,i[ d'elements de $f par la relation:

f[(6, r) = (0 + r, \r+y,{§)) pour tout (0, r) e A.

L'application fyo admet au moins un graphe invariant, et done par 11.4, il existe
M>0 tel que pour tout A e]0,1[ |p+(/°)|<M. De meme par 11.4, pour tout t^O,
on a:

On fixe un entier o>> Met on pose An = 1 -(l /2"+ 1) , si neN. Sous l'hypothese de
continuitede l'application/>->p+(/),il existe /„ verifiantO< („< 1/2" e t p + ( / y < to
et il existe A^>An tel que p+(/^.) = w. On note alors An = A(/^) l'attracteur de
Birkhoff de/i».et on definit les ensembles A^ = A + ( / y , V+

n = V+(AJ, A^+ = Fr V+
n.

On utilise maintenant un raisonnement analogue a celui expose dans la proposition
11.4 (cas ou p, = +oo). Puisque, pour tout n e N o n a P+(f'\;) = «, la suite (A^)neN

estbornee de meme que la suite (AJ,+)nE^. On considere alors une valeur d'adherence
de cette derniere et on obtient un compact connexe A' separant-A. Si on note V(A')
la composante superieure de A\A', on montre fa relation /o ' ( V(A'))c; V(A') en
utilisant les inclusions f{"~'( V^)-c V^, neN. Du fait que Ton a H yo{0) d§ = 0 on
en deduit l'inclusion V(A') <^fyo( V(A'))c V(A') puis, utilisant la theorie de Birkhoff
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(voir Herman [He2, chap. I]), on en deduit l'existence d'une graphe invariant de
la forme r= i//(0) contenu dans la frontiere de V(A') et done dans A'.

Or A' est une valeur d'adherence de la suite (AI,+)neN, par consequent chacun
des ensembles H~ = {{0, r), r< tp(6)} et H+ = {(8, r), r>i//(0)} rencontre une valeur
d'adherence de la suite (A^)neN et, comme on a pour tout IcsNet pour tout xe A+

n

la double inegalite:

-1 - kco < p, °f£(x) -Pi(x) < 1 - kco,

on peut trouver des points xoe H~ et x, 6 H+ verifiant, pour tout keN:

On en deduit alors que le nombre de rotation induit par f7o sur le graphe de <// est
egal a w, ce qui contredit la non-existence de graphe de nombre de rotation entier
pour/yo.

13. Etude des ensembles de Cantor hyperboliques des attracteurs de Birkhojf
L'attracteur de Birkhoff d'une application fe $f, ayant ses nombres de rotation
inferieur et superieur distincts, possede par 9.8 une infinite d'ensembles de Cantor
invariants. On va etudier dans ce paragraphe la question de l'hyperbolicite possible
de ces ensembles et on montrera deux resultats: la possibility d'avoir une infinite
d'ensembles de Cantor hyperboliques et, dans le cas ou le nombre de notation
inferieur (ou superieur) de l'attracteur est irrationnel, la non-hyperbolicite de
l'ensemble de Cantor d'Aubry-Mather correspondant. On rappelle d'abord la
definition d'un ensemble hyperbolique ainsi que quelques proprietes de ces
ensembles (voir [Ni] par exemple).

13.1. So i t /un diffeomorphisme de classe Cr, r>\ d'une variete riemannienne M
de dimension 2 et X un ferme de M invariant p a r / (f(X) = X). L'ensemble X
sera dit hyperbolique s'il existe deux reels C 6R+* et A £ ]0,1[, et pour tout xeX
une decomposition TXM = Eu(x)®Es(x) en deux droites telles que:

(i) Les applications x ^ £ " ( x ) et x>-^Es(x) sont des sections continues sur X
du fibre projectif de M.

(ii) PourtoutxeX, T/x(£"(x)) = £"(/(x)) et Tfx(E
s(x)) = Es(f(x)).

(iii) Pour tout xe X, pour tout n eN et pour tout £e Eu(x),

(iv) Pour tout xe X, pour tout «eNet pour tout £e Es(x),

Si X est hyperbolique on montre l'existence de deux families (y")xex et {ys
x)XGx

d'immersions injectives de IR de classe CT verifiant y"(0) = yJ(O) = x telles qu'en
notant W(x) et Ws(x) les images respectives de y" et de ys

x, autrement appelees
respectivement varietes instables et stables, on a pour tout xe A:

(i) W(x) = {ye M|lim^+oc d{rn{x)J~n{y)) = 0};
(ii) Ws(x) = {ye M|lim_+0O d(f"(x),f(y)) = 0};

(iii) W(x) (resp. Ws(x)) est tangent en x a E"(x) (resp. £s(x)));
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(iv) si ye W"(x) (resp. Ws(x)), alors

Wu(y) = W(x) (resp. Ws{y) = Ws(x));

(v) si xoe X et si T e R + on peut trouver sur un voisinage V de x0 un nouveau
parametrage des varietes stables et instables note y"* et yx* avec -y"* = y"o, ys

Xo = ys
x

et tel que l'application Vx[-T,T]->R2 soit continue,

(x,t)^y*(t).

On peut montrer d'autre part que si X est hyperbolique et compact, il existe e > 0
tel que si x et y sont deux points de X verifiant pour tout k e Z la relation d(fk(x),
fk{y)) — £, alors x = y. On dit alors que X est expansif.
13.2. Soit <p une application de classe C°°, de periode 1, verifiant:

(i) ll
0<p(d)d6 = 0.

(ii) £-'([-2, +2]) n [0, 1] = [0, |] u [}, f] u [ i 1].
(iii) Pour tout x e [0, ±] u [|, 1 ]?'(*) = 12.
(iv) Pour tout x e [5,5], <p'(x) = - 1 2 .

On definit la famille (/E)e£]0,i] de diffeomorphismes de A par la relation:

fe(§, r) = (0 + r, er+viO + r)) si(fl,r)eA,

et la famille (/e)ee]o,i] de diffeomorphismes de A associee. On peut montrer (voir
Herman [He2, p. 26]) que / , n'a pas de graphe invariant de la forme r = ip(d) et
possede pour tout peU\Q un ensemble d'Aubry-Mather hyperbolique de nombre
de rotation p. Plus precisement on va montrer la proposition suivante:

13.3. PROPOSITION. Pour tout e e ]0,1], fe n'a pas de graphe invariant de la forme
r = ip(6), et si K est un ensemble d'Aubry-Mather de nombre de notation p pour fE,
ou p est irrationnel et verifie p(l - e) < 1, alors K est hyperbolique. En particulier tous
les ensembles de Cantor d'Aubry-Mather de/, sont hyperboliqu.es.

Demonstration. On suppose, soit que K est un graphe invariant de nombre de
rotation quelconque, soit que c'est un ensemble d'Aubry-Mather de type Cantor
de nombre de rotation p e R / Q . On definit K = ir~\K) et K'=f1(K). L'ensemble

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442


294 P. Le Calvez

K est le graphe d'une application 4> definie sur K', de periode 1. Puisque fc(0, r) =
(0 + r, er+(p(d + r)), l'application g = \d+4> definit un homeomorphisme croissant
de X' et on a de plus l'egalite suivante pour tout Oe K':

Cette egalite peut s'ecrire sous l'une des formes suivantes

(1) r i = i?°g-E|A;

(2) <p = iji-eijj°g~i;

(3) Id+^/( l + e) = (g+er 1 ) / ( l + e).

L'ensemble K' n'apas de points isoles, et puisque Id+ip/(l + e) = (g + eg"')/(l + e)
est croissante sur K' on en deduit la relation

(4) K'n]U[ = 0,

et le fait que K' est un ensemble de Cantor.

L'application ift verifie les inegalites suivantes: pour tout de K',

(5) -

pour tout de K' et pour tout 6'e K',
(6) - $

Dans le cas e = l les relations (4), (6), (2) prouvent que |<p|K|<l et done que
-Y2,+j2] mod 1. Par consequent, si x = (6,r)e K alors 6 + re

et la matrice de Dfx(x) s'ecrit:

! 13/

La differentielle de / est done constante sur K et hyperbolique, K est done un
ensemble de Cantor hyperbolique p o u r / et ceci quelque soit a eR\Q.

Dans le cas e < 1, on ecrit pour tout 6 e K',

<p(0) = ( l - i

et d'apres (5) et (6) on obtient:

et si on suppose que |p|(l — e )< 1, on obtient:

On en deduit a l'aide de (4) que K' = p 1 ( K ) c [-g,+^] mod 1 et avec le meme
raisonnement que dans le cas e = 1, on obtient que K est hyperbolique (cette
methode d'obtention d'ensemble de Cantor a ete etudiee par Goroff [G] et par
Herman (communication personnelle)). •

13.4. COROLLAIRE. Pour tout C > 0 , (7 existe e ^ l tel que, pour tout reel e > e , et
tout nombre irrationnel p verifiant \p~\< C, Vattracteur de Birkhoff de fe possede des
ensembles de Cantor d'Aubry-Mather de nombre de rotation p, et tous ces ensembles
de Cantor sont hyperboliques.

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442


Attracteurs de Birkhoff 295

Demonstration. Puisque JJ<p(0) dd = O et puisque par 13.3 fx n'a pas de graphe
invariant, les nombres de rotation inferieurs et superieurs p~(/e) et p+(/e)
tendent respectivement vers —oo et +00 (voir 13.2). II suffit ensuite d'utiliser 9.8
et 13.3. •

13.5. On montre maintenant pourquoi les ensembles d'Aubry-Mather formes de
points radialement accessibles ne sont jamais hyperboliques. On considere une
application/e 3if, un compact connexe X separant A et invariant par/, les nombres
de rotation px et px (voir 9.7) definis pour un relevement / e ft d e / et on suppose
que px est irrationnel. On note alors K l'ensemble d'Aubry-Mather correspondant
a px et done forme de points radialement accessibles par le bas. On note aussi /3
Tangle compris entre 0 et n/2 caracterisant la deviation a droite de la verticale
pa r /

13.6. PROPOSITION. SipxiQ, /'ensemble d' Aubry-Mather K forme de points radiale-
ment accessibles correspondant n'est pas hyperbolique.

Demonstration. Si l'ensemble K est un graphe invariant le resultat est evident. En
effet, K etant minimal, la restriction d e / d K est topologiquement conjuguee a une
rotation et n'est pas expansive, ainsi K n'est pas hyperbolique.

On suppose done que K est un ensemble de Cantor, on note alors K = ir~l(K),
K' = pi(K), K' = p~i(K). On ecrit aussi V\K' = {Ji*i V, ou (V,)1£/ est une famille
d'intervalles ouverts disjoints de T1, on note (0,)>£J et (^!),ef les families des
extremites respectivement gauches et droites de (V,)ie/, (x,)je/ et (x'i)i€l les families
des points de K correspondants.

On suppose que K est hyperbolique et on note alors Eu(x) et Es(x) les directions
instables et stables de tout point xeK, et de meme W(x) et Ws(x) les varietes
instables et stables de x.

Soit 1 e /, les points 6{ et 6\ forment les extremites d'un meme intervalle de Jl\K'
et on sait que limI1^+0Od(/-"(x1-),/-n(x{))=0. Par consequent Wu(x,)=W(x'i),
et on note Tt le chemin de classe C1 contenu dans W(Xj) et joignant x, a x ' . D e
meme si n>0 , / " " ( r , ) est la partie de W"(/~"(x,)) qui joint"/""(Xi) a/""(xi) et
done, puisque K est hyperbolique, la suite des diametres des ensembles/""(Fj)
tend vers zero de fafon exponentielle; en particulier, la suite (/~"(r,))n£N est bornee
pour la distance de Hansdorff. On en deduit l'inclusion T, <= X, car dans le cas
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contraire le complementaire du compact connexe X u F, possederait une com-
posante connexe bornee notee O,, chaque iteree /~"(O,), neN, etant alors une
composante connexe du complementaire de /""(X u rf) = X u/*"(r , ) , la famille
(/~"(O,-))ie/ serait Hniformement bornee en mesure, ce qui contredit le caractere
dissipatif de /

Le compact K etant minimal pour/, on peut choisir une suite extraite {f"k(Xi))k^N

de la suite (/"(x,))neN convergeant vers x,. On definit alors une famille y" de
parametrages de W"(x) au voisinage de xt comme en 13.1 (v) et on fixe T>0. La
suite y}"k(X.) ([— T, +T]) converge au sens de la distance de Hansdorff vers
y"x*i\.~T, +7*]). Mais pour n assez grand Tun des ensembles /""'(y/'n*,) ([0, T]))
ou/~"t(y"*fc(x,o ([-T, 0])) est contenu dans F,, et done dans X, et il en est de meme
de l'un des ensembles y}*k{Xi) ([0, T]) ou y"**(*,.) ([-T, 0]). On en deduit, par un
passage a la limite, que X contient soit y". ([0, T]) soit y". ([—7", 0]), et comme cela
est vrai pour tout T>0, X contient en fait soit y"*([0, +oo[) soit y"*!]-00,0]). On
ecrit x'j = y"*(t0) et on suppose to>0, le cas to<0 se traitant de fa?on analogue.

On en deduit, en posant x" = xt et F = y"*([-l, 0̂]) dans le cas ou y"*(]-oo, 0]) <= X
ou x'[ = x\ et F=y"*([0, fo+l]) dans le cas ou y"*([0,+<»])<= X, l'existence d'un
point xj'e X et d'un arc F<= Wu(x), contenant x" et dont x" n'est pas une de ses
extremites, et tel que F <= X.
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En utilisant maintenant la minimalite de K et done le fait que tout point x e X
est limite d'une suite de la forme f""(x'l), la relation 13.1(v), la definition de la
variete instable et le caractere ferme de X, on en deduit par un raisonement analogue
au precedent que, pour tout x e K, on a W(x) <= X.

On utilise maintenant le fait que K est forme de points radialement accessibles
pour montrer une contradiction. On rappelle que /3 a ete defini en 13.5 et on definit,
pour tout x £ A, l'ensemble suivant:

Cx = {ye A| |p,(x) -px{y)\ <tg j

et, pour tout x e A, Cx = TT( CJ) oii TT(X) = x.

On sait par 4.5 et 4.8 que CxnX = 0 pour tout x e X (en fait les propositions
4.5 et 4.8 ont ete montrees pour les ensembles Ao et A! definis dans la partie I mais
le resultat reste vrai pour un compact connexe separant A invariant quelconque).
En particulier W"(x)n Cx = 0 si xe K et done £"(x)<= C,(/3)u C7/(/3) (voir 1.2).

E"(x)

On fixe x e X. Puisque la direction Eu(x) n'est pas verticale, il existe une fonction
r = 4>{Q), definie au voisinage de p,(x), et dont le graphe est une partie de W(x)
contenant x. Le point x n'est pas isole dans K et tout point x' de K proche de x
est soit sur le graphe precedent, soit strictement en-dessous, puisqu'il est radialement
accessible. Mais dans le dernier cas la variete instable de x' est localement un graphe
qui doit passer sous le point x (voir 13.1(f)), ce qui contredit cette fois-ci le fait
que x est radialement accessible (voir figure ci-apres). Par consequent, tout point
de K suffisament proche de x est contenu dans W(x).
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Or parmi ces points existent des iteres/"(x) ou n > 0 et on a ainsi une contradic-
tion. En effet si Wu(x)= W(f"(x)), n>0, on a limm^+co d(fm(x), /"+m(x)) = 0
et toute valeur d'adherence de 1a suite (/m(x))meN est un point periodique contenu
dans K, ce qui est impossible. •

Si x' est en dessous de W(x), alors x n'est pas radialement accessible.

13.7. Remarque. Sous les notations de 13.2, on deduit de 13.3 et de 13.6 que, si
P+(/e) est irrationnel, on a p+(/E)> 1/(1 — e) (comparer avec la proposition 11.5).

14. Etude des orbites periodiques des attracteurs de Birkhoff
14.1. On se fixe dans ce paragraphe une application fe dK et un relevement fe$t
de / Si les nombres de rotation p~(f) et p+(f) sont distincts on sait par 9.8 qu'il
existe une infinite d'orbites periodiques dans l'attracteur de Birkhoff de f, ce sont
ces orbites que Ton va etudier dans ce chapitre.

Si x est un point periodique de / et si qe N* est sa plus petite periode, il existe
un entier peZ (qui depend d e / ) tel que si xeA verifie 77(x) = x alors fq(x) = p.
On dit alors que x est un point periodique de type {p,q). Les iteres de x sont aussi
des points periodiques de type (p, q).

On a trois possibilites pour x.

\ercas. C'est un point-selle dissipatif, les valeurs propres (reelles) A, et A2 de Tfx

verifient:

Dans ce cas la variete stable Ws(x) = {ye A limn^+0O d(f(x),f"{y)) =0} et la
variete instable W(x) = {y e A limn^+0O d{f'n{x), f~"(y)) = 0} sont des immersions
injectives de classe Cx de U dans A. De meme les ensembles Ws(x) = {jJe A,
limv+0O d(f(x),fH(y)) = 0} et W(x)={ye A lim_+co d(f-"(x)J~n(y)) = 0} ou
xeA verifie TT(X) = X sont des immersions injectives de classe C1 de R dans A.

2eme cas. C'est un puits, les valeurs propres (reelles ou complexes) A! et A2 de Tfx

verifient: |A,| < 1, |A2| < 1 la variete stable de x est alors un ouvert contenant x.

3erne cas. Le point est parabolique, les valeurs propres (reelles) A, et A2 de Tfl
verifient: |
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On va etudier les points-selles et les puits. On note deja le resultat suivant (voir
Le Calvez [L]) montre dans le cas ou p et q etaient premiers entre eux et dont la
demonstration est encore valable dans le cas ou p et q sont quelconques:

14.2. PROPOSITION. SI X est un point penodique de type (p, q) et si p/qe]p~ (f),
p+(f)[ alors xe\(f).

14.3. Dans le cas ou x est un point-selle on a le resultat plus precis suivant:

PROPOSITION. Si x est un point penodique selle de type (p, q) et si
p+(f)[ alors W^x)

Demonstration. Puisque A(/) est un ferme il suffix de montrer l'inclusion
W(x)<^ A(/). On suppose done que x est un point-selle de type {p, q) et que
piq e ]p~(/), p+(/)[- La variete instable de x est formee de deux branches partant
de x, on en choisit une notee F, et on va montrer l'inclusion F<= A(/). On sait par
14.2 que x e A(/). Si on suppose que F n A(/) = {x}, le point x sera accessible par
un arc a valeur dans Tun des ensembles U(A) ou V(A) et, comme il est de type
(p, q), l'un des deux nombres de rotation p~(/) ou p + ( / ) doit etre egal a p/q ce
qui contredit l'hypothese. L'intersection F n A(/) contient done un point y^x, et
tous les iteres de la forme f2qk(y), keZ. Par consequent si F n'est pas contenu dans
A(/) on peut choisir un arc compact Fo contenu dans F et ne rencontrant A(/)
qu'a ses extremites. On utilise alors un argument deja employe: la famille
(/"(F0))neN est bornee pour la distance de Hansdorff, Tare Fo delimite un ouvert
O0 borne et tel que la famille (/~n(O0))nsN s°it bornee en mesure, ce qui contredit
le caractere dissipatif de / •

r0
o0

14.4. Remarque 1. Si on suppose que X est un compact connexe separant A invariant
par/ et si on note px et p~x les deux nombres de rotation correspondants (voir 9.7)
on a un resultat analogue a celui de la proposition 14.3. Si x est un point penodique
detype(p, q) ou p/qe]px,px[ alors xeX et si e'est un point selle on a W{x)c X.
En effet, il suffit de montrer que chaque branche F de W{x) intersecte X en un
autre point que x (la suite de la demonstration reste valable).

Or si ce n'est pas le cas, non seulement le point x est accessible, mais en plus le
chemin F qui aboutit en x verifie /2<?(F) = F. Si on caracterisait les nombres de
rotations p~x et px par la theorie des bouts premiers, on aurait alors un bout premier
periodique et par passage au revetement on montrerait que l'un des nombres px et
Px est egal a p/q.
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14.5. L'inclusion demontree dans la proposition 14.3 peut etre stricte. II est facile
en effet de construire un diffeomorphisme de 1'anneau homotope a l'identite,
preservant la mesure, deviant la yerticale a droite, possedant une zone d'instabilite
delimitee par les graphes disjoints de deux fonctions continues <p~, i//+:T'->IR et
admettant un relevement f0 a R x U tel que:

Les nombres de rotations que definit/0 sur les graphes de 4>~ et ip+ sont respective-
ment strictement negatifs et strictement positifs.

L'application/0 possede un point fixe elliptique x0, une ellipse invariante centree
en ce point et a l'interieur de cette ellipse un point periodique x{ hyperbolique.

On peut alors trouver un element / , de ft proche en C1 topologie de f0 tel que:

l'interieur de l'ellipse soit envoye dans lui-meme par/^
fx ait un point periodique JC2 hyperbolique pres de x,.
Le point x2 est alors de type (0, q) ou qeZ\{0} et, par la proposition 14.3, on a

W"(xo)ci A. D'autre part, l'interieur de l'ellipse etant envoye dans lui-meme par/0

la variete instable de x2 ne sort jamais de l'interieur de l'ellipse et on ne peut pas
avoir l'egalite W"(x2) = A.

14.6. Dans certains cas cependant, l'inclusion de la proposition 14.3 peut devenir
une egalite.

PROPOSITION. SI X est un point periodique selle de type (p, q) si p/ qe ]p~(f), p+(/)[
et si W(x) estnon bornee pour un point x 6 A verifiant n(x) = x, alors W"(x) = A(/).

Demonstration. II suffit de montrer l'inclusion A( / )c W(x) et d'utiliser 14.3. Or
l'ensemble W"(x) est un compact connexe de A invariant p a r / ' et, puisque la
courbe W(x) n'est pas bornee, separant A, d'oii l'inclusion. •

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700004442


Attracteurs de Birkhoff 301

COROLLAIRE. Si x est un point periodique selle de type (p, q) si p/ qe]p ( / ) , p + ( / ) [
sip 7s 0 et s'il existe un entierk^Q et un point xe A tel que TT(X) = X et telque W(x)
et Ws(fk(x)) aient une intersection non vide et transverse, alors W"(x) = A( / ) .

Demonstration. Si x est un point periodique selle de type (p, q) et si W(x) et
Ws(fk(x)) ont une intersection non vide et transverse pour un point xe 77~'({x})
et un entier k * 0, alors pour tout n e N les varietes Wu(fkn(x)) et Ws{f(k+l)n(x))
se rencontrent transversalement. En considerant les entiers n e N qui sont multiples
de q, on en deduit en fait que la variete instable W{x) rencontre Ws(fk(x)) en
une infinite de points qui se rapprochent d e / ( x ) . Par une demonstration analogue
au A-lemme on montre que W(x) rencontre transversalement la variete Ws(f2k(x))
et de meme toutes les varietes Ws(fnk(x)). Par consequent W"(x) contient tous
les points fnk(x) et comme p est non nul cet ensemble n'est pas borne. On conclut
par la proposition 14.5. •

14.7. On peut obtenir facilement des puits dans un attracteur de Birkhoff, comme
le montre l'exemple des applications fe, e e ]0,1[, definies en 13.2 qui ont un puit
au point (5 mod 1, 0). On a meme mieux:

PROPOSITION. // existe fe 3€ tel que A(/) possede une infinite de puits.

Demonstration. On considere un diffeomorphisme /0 de A, de classe C1 homotope
a l'identite, deviant la verticale preservant la mesure et un relevement f0 de f0. On
suppose que f0 admet une zone d'instabilite delimitee par deux graphes dont les
nombres de rotations po e* Po pour f0 verifient po <0<po, et on suppose que f0

possede un point fixe selle x0 (et done contenu dans la zone d'instabilite), tel que
les varietes stables et instables de x0 s'intersectent transversalement en un point y0.

On peut, en considerant une petite perturbation radiale (voir paragraphe 8),
obtenir une application /,6"M de jacobien majore par a<\ tel que:
p~(/,)<0<p+(/ ,) et possedant un point fixe selle x, proche de xo tel que les
varietes stables et instables de x\ s'intersectent transversalement en un point yx.

On peut aussi, quitte a faire un changement de variable et a considerer
fc = h~x»/,» hE, ou /iE:A-»A (0, r)t-+(6 + er, r), supposer que les varietes stables
et instables de x definissant autour de yx deux graphes de la forme r=t/fs(0) et
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W(x,)

W'tx

On considere alors un voisinage W = [a, b]x[c, d] de yx traverse par les
deux graphes i/r" et i/»s et tel que pour tout entier fc>0, fk{W ngr <ps)r\ W = 0,

k u ) n W=0.

On peut trouver un C1 diffeomorphisme h, egal a l'identite hors de W, laissant
invariante chaque verticale {0} x R, commutant avec T et envoyant le graphe de i]/u

sur une courbe tangente au graphe de ips.

De plus, comme on peut faire cette deformation, W etant fixe, aussi pres que
Ton veut de yt on peut toujours supposer que h est aussi proche que Ton veut de
l'identite dans la topologie de la convergence uniforme et que son jacobien est
toujours inferieur a un nombre v< I/a donne.

En considerant / , ° h on en deduit l'existence dans tout voisinage de / , dans fc
d'un diffeomorphisme ayant un point fixe selle tel que les varietes stables et instables
se rencontrent tangentiellement. Puisque les applications f^>p~{f) e t / i -^p+(/)
sont respectivement semi-continue superieurement et semi-continue inferieurement
(voir 10.8) on en deduit l'existence de / 2 e fc tel que:

\f2 a un point fixe selle x2

Ws{x2) et W"(x2) se rencontrent tangentiellement
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Le point x2 est alors un point fixe selle dissipatif (det df(x2) < 1) et tel que W(x2)
et Ws(x2) se rencontrent tangentiellement. Par la semi-continuite des fonctions
/ | -*P~(/) et/>->p+(/) on peut trouver un voisinage W de f2 dans ft tel que pour
tout fe W on ait p~{f)<0<p+(f) et, par un resultat de Newhouse [Newh], on
peut trouver une application / 3 dans W possedant une infinite de puits de type
(0, q) qui, par la proposition 14.2, seront contenus dans l'attracteur A(/3). En realite
Newhouse prouve qu'un diffeomorphisme / de classe C sur une variete compacte,
possedant un point fixe selle dissipatif tel que ses varietes stables et instables se
rencontrent tangentiellemet, admet dans chaque voisinage pour la Cr-topologie un
diffeomorphisme avec une infinite de puits. Ici le difleomorphisme f2 de A defini
par/2 admet un anneau n1 x [-M + M] attractant (voir 9.3) et on peut approximer
f2 de facon uniforme sur cet anneau par un diffeomorphisme /3 de A qui soit
dissipatif et qui devie la verticale et possedant une infinite de puits, de type (0, q)
pour le relevement / 3 e f€ proche de f2. •

15. Attracteurs de Birkhoff avec un unique nombre de rotation
15.1. On s'est surtout interesse jusque la aux attracteurs de Birkhoff dont les nombres
de rotation inferieurs et superieurs etaient distincts, cependant le cas d'egalite des
deux nombres de rotation est assez frequent et c'est ce cas qu'on etudie dans ce
paragraphe. On rappelle que Ton a donne, dans le § 7, des conditions suffisantes
d'egalite des deux nombres de rotation d'un attracteur de Birkhoff, en particulier
l'existence d'un point accessible par le haut et par le bas (au sens donne au § 6).
On rappelle aussi qu'une application f eft dont les nombres de rotation inferieur
et superieur sont tous deux egaux a a e R\Q possede dans son attracteur de Birkhoff
un ensemble de Cantor d'Aubry-Mather forme de points radialement accessibles
par le haut et par le bas et que la restriction a cet attracteur de l'application fe Hi
definie par / est topologiquement semi-conjuguee a la rotation d'angle a mod 1
(voir 5.8 et 5.10).

15.2. Le cas le plus simple d'egalite des nombres de rotation est le cas ou une
application fe 3€ admet un graphe invariant de la forme r= ip(6) ou i^e C^T1) ou
plus generalement une courbe invariante, en appelant courbe un compact annulaire
homeomorphe a T1. Dans ce cas en effet l'attracteur de Birkhoff de / sera ce graphe
ou cette courbe et les deux nombres de rotation de tout relevement / de / seront
egaux.

Ainsi, si g:R->R est une application relevant un diffeomorphisme de classe C1,
g de T1 et si A e ]0,1[ verifie \Dg(6)<\ pour tout 0eR, l'application / : A -> A,
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(6, r)>-»(g(0) + Ar, \r) sera un element de $£ avec un attracteur de Birkhoff egal a
T1 x{0} et des nombres de rotation p~(f) et p+{f) tous deux egaux au nombre de
rotation de g. On note d'ailleurS que, si de plus A < Dg(9) pour tout OeR, le tore
T1 x {0} est normalement hyperbolique (voir [HSP]) et done que tout element de
W proche de / pour la topologie definie au § 10 admettra un graphe invariant et
aura done ses deux nombres de rotation egaux. Ce resultat se generalise dans certains
cas (Herman, comm. pers.). Si / e $f admet un graphe invariant r=\p{6), ou
i/feC^T1) et si la restriction de / a ce graphe est uniquement ergodique (par
exemple si le nombre de rotation induit est irrationnel), alors le graphe sera
normalement hyperbolique et done tout element de 3€ proche de / aura un graphe
invariant.

15.3. PROPOSITION. Pour tout a eU, il existe fe §6 avec p ( / ) = p+(f) = a et tel que
Vattracteur de Birkhoff A(f) soit une courbe, mais ne soit pas un graphe.

Demonstration. On envisage trois cas:
lercas: a =0. L'automorphisme lineaire de R2 qui a (x, y) associe (x/8 + 3y/2, y/2)
est dissipatif, devie la verticale a droite et laisse invariante la cubique d'equation:

On peut construire pour A>6 deux applications <p~:[—A, — 6]-»R et
<A+: [6, A]-*R telles que l'application y:[-A, +A]->R2 definie ci-dessous soit un
plongement de classe C^verifiant y ( -A) = ( - A 0 ) , y(^) = (A, 0) et pour tout n > 1,

'S i rE[ -A, -6] ,

Si 16 [-6,6], y(t) = (-r3/27+//3, f/3),
Site[6,A], y(t) = (t,t+(t)).

On peut construire egalement un diffeomorphisme g de [-A, A] de classe

verifiant:

fg(n)(A) = g( n ) (-A), pour tout n > l
\g(t) = t/2, si re [-6 ,+6] .
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y

/ i

-A i /

_2

D Ax

Si A est sufnsamment grand, on peut choisir y et g de telle facon que l'application
h dennie par les relations ci-dessous soit injective et dissipative:

si|x

, y) = y(g(x

y) = y(g(x)) + (3/8(y - ^_

si x e [6, A]

si x e [-A, -6] .

On note alors /0 l'application definie par les relations suivantes:

/o(0, r) = —h(2A(0-%), 2Ar), si de [0,1[

l/o(e ), keZ.
C'est un element de $6, de classe C°°, verifiant p~(f) = p+(f) = 0 et dont l'attracteur
de Birkhoff est une courbe, qui est d'ailleurs de classe C°°, mais pas un graphe.

(0,0) (0,1)

II est egalement possible de construire / e "X verifiant p (p) = p+(p) = 0 tel que
son attracteur de Birkhoff soit une courbe, qui ne soit pas de classe C1 et qui soit
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de la forme suivante:

T(xt)

Le point x, est un puits dont les valeurs propres sont complexes et conjugues, le
point x0 est un point fixe hyperbolique dont la variete instable s'enroule autour de
Xi et de f~(xj).

2ecas: a eQ.Onecrit a = p/qoupeZet qeN sont premiers entreeux. L'application
/„ : A-»A, (0, r)>-*l/qfo(q6, r) + (p/q,0), ou /„ est l'application precedente, est un
element de W avec ses deux nombres de rotation egaux a a et avec un attracteur
de Birkhoff qui est une courbe mais pas un graphe.

(0,0) (!/<?> 0) (2/9,0) ( 1 , 0 )

3e cas: a eR \Q. II existe dans ce cas un diffeomorphisme g de T1, de classe C\
de nombre de rotation a mod 1 et dont l'ensemble minimal est un ensemble de
Cantor note K.

On note alors g le relevement de g a R dont le nombre de rotation est a et on
pose M = sup^R §'(§) e ]1, +oo[, m = infeeR §'(§) e ]0, 1[. On choisit ensuite un reel
A e]0, inf (m; 1/M)[ et on definit l'application/: A-> A, (<?, r)^>{§(§) + \r, Ar) qui
est un element de $C et dont l'attracteur de Birkhoff est le tore T1 x {0}. On choisit
maintenantunintervalle]§o, &o[quiseprojettedansT1 surunecomposanteconnexe
de V/K et on definit pour tout neN, 0n=gn{6o), St = §"{§„)• On pose So =
(0o ~ 0o)/2, on choisit e e ]0, 50(l - A / m ) [ et on etudie les images iterees p a r / du
rectangle

u= \(6,r)e,

x0 = (£o, ''o) un point de Re. Si onpose/n(x0) = (§„, rn), on a de facon evidente
la relation | rn \ = | ro\" | < A "e, et puisque

la double inegalite:

On en deduit:

et

60 + So- e < 60< §t - 80+e.

e;+m(so-e)< §(S0) < §t-m(so-B),

Bx + m{80- e) - Ae < 0, < 6^ - m(80- e) + Ae.

De meme, on montre:

§2 + m2(80- e) -\me -\2e < 92< §2 - m2(80- e) + \me + \2e.
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Et de facon generale, pour tout n e N:

( A A" \ / A A" \
80-e e -E )<en<e+

n-m"[S0-e e -e),
m m I \ m m /

et puisque A < m et e < So( 1 — A / m):

e- < en < et
Ainsi les images de Rc ne se projettent jamais par px sur l'ensemble de Cantor

preimage de K.
On peut facilement construire une application/* relevant un C'-diffeomorphisme

f* de A, deviant la verticale a droite (et envoyant meme chaque verticale sur une
droite de pente 1), dissipative, coincidant avec / en dehors de RE et envoyant le
segment

non plus sur un segment mais sur un arc sur lequel px n'est pas injective.

Puisque les images du rectangle Re par les iteres positifs de / ont des diametres
de plus en plus petits, on va obtenir une courbe invariante par /* et qui contiendra
toutes les images par les iteres positifs de / de Tare

L'attracteur de Birkhoff de / * est done une courbe qui n'est pas un graphe et
on a p"(f*) = p+(f*) = a. D'ailleurs, l'ensemble d'Aubry-Mather forme des
points radialement accessibles de l'attracteur de Birkhoff de / * n'est autre que
Kx{0}. •

15.4. PROPOSITION. // existe fe $6 verifiant p ( / ) —p+(/) et tel que son attracteur
de Birkhoff ne soit pas une courbe.

Demonstration. L'idee de la demonstration est de construire / e %C verifiant p ( / ) =
P+( / ) = 0 et possedant dans son attracteur de Birkhoff des points periodiques de
plus petite periode differente de 0.

Si jix > 0, on note gM l'homeomorphisme de [0,1] defini de la facon suivante (voir
[H2, p. 64]:

0,
L M +

s ixe 0,
L + 2

On definit ensuite sur [0,1] les applications i/*M = gM - Id et <p^ = gM + g-"1 — 2 Id, puis
leurs prolongements d U de periode 1 notes respectivement i/^ et <pM.
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Si on fixe e <inf(l/(/tt +2), \- l/(/x +2)), on peut perturber l'application gM sur
l'intervalle [ l /( /u+2)-e, l/(yu, + 2) + e] de facon a obtenir un diffeomorphisme de
[0,1], g*, de classe C°°, coincidant avec gM en dehors de cet intervalle et dont le
graphe, symetrique par rapport a la droite d'equation x + y-\ = 0, ne rencontre la
bissectrice y = x qu'aux extremites.

On definit alors sur [0, 1] les applications i/»* = g*-Id, <p* = g* + g*"'-2 Id et
leurs prolongements a IR de periode 1, notes respectivement <p* et <p*.

Puisque le graphe de g* est symetrique par rapport a la droite d'equation
x + y-l=0, la fonction <p* est impaire, elle est d'autre part de classe C00, ne
s'annulle qu'aux points de la forme k/2, keZ,eta une derivee constante au voisinage
de Regale a-2/Li/V + l). En definissant/M : A ^ A, (6, r)^>(d + r, r + <p*(6 + r)), on
obtient une famille (/M) d'applications de classe C°° preservant l'aire, deviant la
verticale, impaires, laissant invariant le graphe de i/** et celui de ip*~ =
(Id+t/'*)~I-Id, et laissant fixe le point (j,0) au voisinage duquel l'application
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s ecnt:

M0,r) = [8 + r,r +

et se trouve done lineairement eonjuguee a la rotation d'angle a = -Arcos l/(fi +1).

En particulier, l'application/, s'ecrit/,((#, r)) = (0+r, -6 + \) dans un voisinage
de (L0), done tous les points proches et distincts de (|,0) sont periodiques de
periode 6 et les coordonnees des iteres d'un tel point (6, r) s'ecrivent:

(0,r), (§+r,-5 + k), (r + \,-e-r + \\ (-6+1,-r),

(-e-r-\J-\) et (-r + i0 + r-i).

On peut done trouver un point x0 proche de (\, 0) de periode 6, tel que les iteres
Xi=/i(xo), i = 0 , . . . , 5, admettent des abcisses distinctes, puis une fonction ijj
impaire, de classe C°°, de periode 1, verifiant ip*~ < i// < </>f et dont le graphe contient
tous les x,, i = 0 , . . . , 5.

On definit maintenant pour Ae]0,l[ l'application /t:A->A, (6,r)i-»
fi((6, Ar + (1 - \)ip(d))). C'est une application impaire de classe C°° qui appartient
a %t. L'ensemble A(/) est contenu dans

puisque f\ (C) c C, et par consequent le point (0,0) est un point de A( / ) radialement
accessible par le haut et par le bas. On en deduit: p~(/t) =P + ( / t ) = 0.

D'autre part, comme la fonction/i est impaire, on a les relations: A(/t) = ~Mf\),
t>(A(/f)) = - V(A(/J)), et done, puisque le point x0 verifie (/O3(^o) = -x o +( l , 0),
il doit appartenir a
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L'attracteur de Birkhoff de /* contient done un point fixe et un point dont la
plus petite periode est 6. II ne peut pas etre homeomorphe a T1 car on aurait alors
par conjugaison un homeomorphisme de T1 avec des points periodiques de periode
distincte, ce qui est- impossible. En particulier, l'attracteur obtenu n'est pas locale-
ment connexe, puisque e'est un compact annulaire non homeomorphe a T1. •
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