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1. Dans cet article nous considérons I'inégalité

n X n
— 23, L.1)
fm1 Xpp1t X, 2 (

ou les x; désignent les nombres réels qui remplissent les conditions suivantes
20, x;+x4,>0 (=12,...,n X4, =X). (1.2)

Cette inégalité est proposée par H. S. Shapiro [1].,

Pour n =1 et n =2 inégalité (1.1) est triviale.

Pour n = 3, 4, 5, 6 plusieurs auteurs ont prouvé que l'inégalité¢ (1.1) est vraie (voir, par
exemple [2]).

L. J. Mordell [2] a énoncé I’hypothése d’aprés laquelle 'inégalité (1.1) n’est pas vraie pour

nz1.
M. J. Lighthill [4] et A. Zulauf [3] ont démontré que I'inégalité (1.1) n’est pas vraie pour
n=2k (k2.

R. A. Rankin [4] a montré que I'inégalité (1.1) n’est pas vraie pour n suffisamment grand.
Plus tard, A. Zulauf [5] a montré que I'inégalité (1.1) n’est pas valable pour n = 2k+1

(k = 26).
Contrairement a I’hypotheése de Mordell nous allons prouver que I’inégalité (1.1) est vraie
pour n = 8.
2. Posons
x; )
—=q; (i=12,...,n). 2.1
Xport Xz ’ @1

D’apres (1.2) les nombres g; satisfont aux conditions suivantes
a;20, a+a.,>0 (=12,...,n; a,.;=a). (2.2)
A partir de (2.1), on obtient
X —QXi1—AX,=0 (=1,2,...,n). 2.3)

Le systtme d’équations linéaires (2.3) étant homogéne par rapport & x;, et puisque
d’apres (1.2) tous les x; ne sont pas nuls, il s’ensuit que:

A
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1 —'al —al -..0 O 0

0 1 -a,...0 0 0

0 0 0 .1 —a_, —a,, =0. @4
- n—1 0 O ...O 1 Uy
—a, —a, 0 ...0 0 1

LeMME 1. Etant donnés les nombres a,, a,, ..., a, qui satisfont aux (2.2) et (2.4), on
peut trouver une solution (xy, x,, ... , X,) du systéme (2.3) qui satisfait aux conditions (1.2).

Démonstration. De la condition (2.4), il suit que le systéme (2.3) a des solutions non-
triviales. Soit (x, X,, ... , X,) une telle solution. A cause de la symétrie cyclique nous pouvons
supposer que x, # 0. Mais, le systéme (2.3) étant homogéne, nous supposerons aussi que
x> 0.

Les deux nombres consécutifs x;,., et x;4, (=1, 2, ... , n—2) ne peuvent pas étre zéros.
Dans le contraire, de la i-itme équation du systeéme (2.3) il suit x; = 0. Par une voie analogue,
on conclut x;=x;,_;=..=x,=x,=0, ce qui est en contradiction avec I'hypothése
x> 0.

Nous distinguerons deux cas.

Premier cas: x, =0. De I’équation

x1~a1x2—01X3 =0 (2.5)
il suit x5 > 0. )
Deuxitme cas: x, #0. Nous allons démontrer que dans ce cas on a x, > 0.
Supposons que x, < 0. Alors de (2.5) on déduit
x3>0 et |x3]>|x;] 2.6)

Puis de 1’équation x,—a,x;—a,x, =0, en utilisant les résultats (2.6), on trouve x, <0
et|xg|>| x5

Continuant ce raisonnement, on conclut que la suite | x, |, | x5 ), ..., | X, |, | X1 1, | X2 |
est strictement croissante, ce qui est une absurdité, car les extrémes éléments de cette suite
sont égaux.

Ce procédé peut étre continué a partir de x; dans le premier cas ou a partir de x,, dans
le deuxiéme cas., Donc, tous les nombres x4, X,, ..., X, sont positifs ou nuls, ce qu’il fallait
démontrer.

THEOREME [. L’inégalité (1.1) est équivalente a
Y 2,2 4n, @7
i=1

oit les ay, aj, ... , a, sont les nombres réels qui satisfont aux (2.2) et (2.4).

Démonstration. (a) Supposons que pour certain n, fixe, I'inégalité (1.1) soit vraie.
Alors, nous allons démontrer que I'inégalité (2.7) est également vraie.

En effet, si I'inégalité (2.7) n’est pas vraie, il existe des nombres a4, a,, ... , a, qui satisfont
aux (2.2) et (2.4), et pour lesquels on a

Y a,<in. 28)
i=1
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Du Lemme 1 suit, qu’il existe des nombres x,, x,, ... , X, qui satisfont aux (1.2) et (2.3)
et par conséquent aux relations (2.1). Pour ces nombres, d’aprés (2.8), on a
% <, 2.9)
=1 Xjp1+ X2
ce qui est contraire & ’hypothése que nous avons admise.

(b) Supposons maintenant que l'inégalité (1.1) ne soit pas vraie. Alors nous allons
démontrer que I'inégalité (2.7) n’est pas vraie également.

En effet, de cette hypothése suit I’existence des nombres x,, x,, ... , X, qui satisfont aux
(1.2) et (2.9). Définissons les nombres a,, a,, ..., a, par (2.1). Nous savons déja que ces
nombres remplissent les relations (2.2) et (2.4). D’aprés (2.9) et (2.1), la relation (2.8) est
valable, c’est-a-dire I'inégalité (2.7) n’est pas vraie.

Le Théoréme 1 est complétement établi.

Remarque 1. L’inégalité (2.7) n’est autre chose que la transformée de I'inégalité (1..
par la substitution (2.1). La correspondance (x,, X,, ..., X,) = (ay, a, ... , a,) est uniforme,
mais non biunivoque.

Remarque 2. A cause de continuité, on peut dans (2.2) omettre les conditions a;+a,,, > 0.
Ainsi, au lieu de (2.2) nous pourrons utiliser la relation

420 (i=1,2..,n). (2.10)

3. Dans ce qui suit, nous aurons besoin de certaines propriétés de la matrice carrée

0 -1 -1 0... 0 0
0 0 -1 -1... 0 0

de 'ordre n ( 2 3).
Démontrons d’abord la relation

det A = (—1)"—1. G.1)

En développant le déterminant det A suivant les éléments de la premiére colonne, nous
obtenons

det A = (—1)"*1 det B—1, (3.2)

ou B est la matrice carrée d’ordre n—1:

-1 -1 0... O 0
0 -1 -1... O 0
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En développant le déterminant det B suivant les éléments de la derniére ligne on obtient
det B=(—1)"-1,(—1)-2=—1. Par conséquent, de (3.2) suit (3.1).

Désignons par M(iy, iy, ... , i) (1 £ iy <i, < ... < En; k< n~1) le mineur principal
de la matrice 4, qu'on obtient par élimination des lignes et des colonnes numérotés par
A

A étant une matrice circulaire, on aura

M(il, iz, veey ik) =M(1, iz_il'l'l, i3_i1+1, ceey ik—il'*'l). (3.3)

Donc, nous nous pouvons borner 3 considérer seulement les mineurs principaux de la
forme M(l’jl’jZa 9jm) (m = n—2)
LEMME 2. Soit 1=j,<j1<j3< ... <ju<jms1=n+l (m=Zn-2) et
p= min (j,41—j)-
0SvEm
Avec ces notations on a
. v [ 0 (u=1),
M(I,Jplz, e ’jm)_{_l (u> 1)- (3'4)
Démonstration. Considérons d’abord le cas = 1.

Puisque A est la matrice circulaire on peut supposer j, = 2.
Dong, la premiére assertion du lemme se réduit a

M(l, 2:j2,j33 e 5jm)=0 (mén_z) (3'5)

La relation (3.5) est vraiment exacte, parce que quelques soient les j,, /s, ... , j., tous les
¢éléments de la derniére ligne du mineur M(1, 2, j,, js, .- , J,,) Seraient nuls.

La condition u = 1 est certainement vérifiée si m > r = [4n]—1.

Considérons maintenant le cas p > 1.

En appliquant P'induction par rapport A m (=1, 2, ..., r), on démontre sans difficulté
que le mineur (3.4) dans ce cas a la forme

0 -1t p, 0..0 0 0
0 0 -1 p2..0 0 0
0o 0 0 -1..0 O 0
ML, J1sTas ooe sdi) = | veeeeeeeeiire et , (3.6)
0 0 o0 0 ..0 =1 p,_pm-3
0 0 0 0..0 0 -1
-1 0 0 0..0 0 0

ou les nombres py, pa, ... , Pa—m—3 prennent les valeurs 0 ou —1 ce qui dépend desjy, j,, ...  jim-
En évaluant le déterminant figurant au second membre de (3.6), il vient
M(l,jnjz, ajm) =(- l)"_m—l . (-l)"_m_z =-1

La démonstration du Lemme 2 est terminée.

Désignons par D,(a,, a,, ... , a,) le déterminant qui figure au premier membre de I’égalité
2.4).
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Si nous divisons ce déterminant par a,q, ... a,, €n supposant que a,a, ... a, # 0, nous
obtenons le déterminant suivant

la, -1 —1.. © 0 0
0 lja, —1... 0 0 0
S B B s 67
-1 0 0.. 0 la_, -1
-1 -1 0.. 0 0 1a,

Le coefficient de 1/a; a;, ... a;, dans le développement du déterminant (3.7) est égal au
mineur M(iy, iy, ... , i) de la matrice 4.
Or, nous avons

"ot (:) M(ila i2, ey lk)

A(ay, a, ..., a,) =det A+ + 2 > (3.8)
alaz a" k=1 a,-laiz ven a'-k

)
ou la somme 2 est étendue A toutes les combinaisons iy, iy, ..., i, des 1, 2, ..., n, de la
classe k.

Mettant a profit les résultats (3.1) et (3.4), de (3.8) on trouve
1 [4n] 1
Aay,a,, ... ,a)=(—-1)-14+—m-——— _
( ! 2 ) ( ) alaz ces a" kgl ";1 ailaiz vee a,-k

La somme ) est étendue & toutes les combinaisons (i, iy, ..., i), des 1,2, ..., n, de la
p>1

classe k, qui remplissent les conditions suivantes:

1€i,<i,<... < €n<iyg,=n+i, pu=min (i,,.,—i)> 1
15vsk .

En multipliant le déterminant A, par a,a, ... a,, il suit
n—1
D,(aj,a;,...,a) ={(-1)—1}aa, ...a,+1— Y Y a4, .. a,. (3.9
k=n—[4n) a=2

La somme Z est étendue A toutes les combinaisons (iy, i, ..., i), des 1,2, ..., n, de la

o=2
classe k, qui remplissent les conditions suivantes:
1Si<iy... < En<igy,=n+i,, o= max (i,4,—i,)=2.
15vsk

L’égalité (3.9) est obtenue sous ’hypothése a,a, ... a, # 0, mais elle est également valable
pour a,, a,, ... , a, arbitraires.
En utilisant le résultat (3.9), on peut donner a la condition (2.4) la forme suivante:

{1-(-1ylaya, ... a,+ "ix Y aa,..a,=1 (3.10)

k=n—[48) =2
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THEOREME 2. L’inégalité (2.7) est équivalente a celle

{1-(-Daja, ... a,+ nil Y apay,...a, 21, (3.11)

k=n—[4n] a=2

M ay, a,, ..., a, sont les nombres réels qui satisfont aux conditions
a;z0 (=12,..,n, ) a=1n 3.12)

Démonstration. D’aprés la Remarque 2 nous admettons que les conditions de I'inégalité
(2.7) sont (2.10) et (3.10).

(a) Supposons que I’inégalité (2.7) soit vraie. Alors, nous allons prouver que I'inégalité
(3.11) est aussi vraie.

Désignons par F,(a,, a,, ... , a,) le premier membre de (3.11).

Si l'inégalité (3.11) n’est pas vraie, il existe des nombres a, a,, ... , a, qui satisfont a
(3.12) et pour lesquels on a

F(ay, a,, ...,a,)> 1. (3.13)
En diminuant les a;, sans devenir négatifs, on peut obtenir
F(aj,a),...,a)=1, (.19

car la fonction F,(a,, a,, ... , a,) est croissante par rapport 4 toutes les variables.
La somme des nombres a; diminue aussi. On aura, donc,

Z a<in (3.15)

L’existence des nombres a/, positifs ou nuls, qui satisfont aux (3.14) et (3.15) contredit a
I’hypothése que nous avons admise.

(b) Supposons maintenant que I'inégalité (2.7) ne soit pas vraie. Nous allons démontrer
que linégalité (3.11) n’est pas vraie également.

En effet, de 'hypothese il s’ensuit qu’il existe des nombres a/, a, ... , a, qui sont positifs
ou nuls et qui satisfont aux relations (3.14) et (3.15).

De I’équation(3.14)il s’ensuit I'existencede telles variables, parmi a;, par rapportauxquelles
la fonction F,(a,, ay, ... , a,) est strictement croissante pour a; = a; (i=1,2, ..., n).

Si I’on fait croitre tous les a;, la fonction F, croit aussi et les relations

Z ai=%n’ Fn(a13a23---,an)>l
i=1

peuvent étre remplies.
Donc, nous avons démontré que 'inégalité (3.11) n’est pas vraie.
La démonstration du Théoreéme 2 est avec ceci achevée.

Remarque 3. Dans (1.1) pour

X =Xx,=..=x, >0 (nimpair),
x1=x3=...= n_1>0 .
Xy=Xg=..=2X, go} (n pair),

a lieu le signe d’égalité.
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Draprés la Remarque 1, il s’ensuit que pour

a=a,=..=a, =1% (nimpair),
al=a3=...= =1 =p .

n pair
a,=a,=..=a,=1-p (n pain),

a lieu le signe d’égalité dans (2.7) et (3.11).

4. Dans ce qui suit, nous allons démontrer le

THEOREME 3. L’inégalité (3.11) est vraie pour n = 8.

Démonstration. Pour n = 8 I'inégalité (3.11) s’écrit

7 8
Y T aa, e St (20, Y a=4).
i=1

k=40=2
En décomposant cette double somme en plusieurs sommes cycliques, on obtient
4
Y 0,0,030,05050;+ ), 010,030,507+ Y, A10,030,0607+ . 0,8,03858507+ Y, 410,030507
8
+Y a,a,0,060; +a,0,a50; +a20,06a5 <1 (0,20, ), a;=4), 4.1)
i=1
od, par exemple, )" a,a,a;a,a,a4a, désigne la somme cyclique suivante:
8
Z 8418142014301+ 4014+ 50146 (Ag+1 = @)
i=1
4 . . .
La somme ) contient seulement quatre termes différents. Chaque terme il faut prendre
une fois seulement.

Désignons par Fg(ay, a,, ... , ag) la fonction qui figure au premier membre de I'inégalité
(4.1), définie dans la région fermée

8
Es={a,-§0 (i=12,..,8), Zai=4}.
i=2

Il existe au moins un point (b, b,, ... , bg) € Eg en lequel la fonction F atteint sa borne
supérieure M.
Nous démontrerons qu’on a
by=by=bs=by, by=by,=bs=bg (=1-b), 4.2)
et, en conséquence de la Remarque 3, My = 1.

On est donc, amené 4 démontrer les relations (4.2).
Supposons que (4.2) ne soit pas vraie et posons

o =max(b;—b) (,j=1,3,57),
0, =max(b;—b;) (i,j=2,4,6,8).
Grice 2 la symétrie cyclique nous pouvons supposer également que
626,20, 6>0, by =max(by,b,,bs, b;). 4.3)
Trois cas sont possibles.

https://doi.org/10.1017/52040618500034614 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S2040618500034614

8 D. Z. DJOKOVIC

Premier cas: by = min(bs, bs, b;), (6 = by —b3).
Pour ¢ positif et suffisamment petit, nous avons

Fg(by—¢, by, b3+, by, bs, bg, by, bg) = Fg(by, by, by, by, bs, bg, by, bg) +aze+ 0 (e?).

On trouve sans difficulté, que

0ty = 8 (bybabsbehs+bybebsbybg+bybabsbyby+byb,bebqbs +bybsbebrbs +babsbebqbs)
48 (bybybsby +bybybehs +bybsbybg + bsbbobg +bebsbeby +bybabeb, +bybsbebs
+bybghsbg+babsbebg + bbb, +bybshibg) +bybsbebbs —byb,bsbgb
48 (bybshy+bsbehy+bebsby+bsbobg+bybehg+bsbebg +babebq)+bobsbbs
+b,bsbobg—bybabsb, —bybabebq +8bsb,.

D’apres (4.3) nous avons

bybsbeb,(6+bg—by) =0, bybsh, (6+bg—5b,) 20,
3 (bsbebg+bybgbg +b,bhy)+ bbsbgby —bybubeh,
= bsbsbg (0+b,—by)+bibshg (5 +bs—b3)+bsbghb, (5+bg—b,) = 0.

De la relation (4.5) il suit

s 2 8 (bybabsbeby+bababshebs +bababshrbs+bybabebybs+bybsbbibs+bsbshebabe)
+b4beb1bg +bybsbebs +bybsbrbg)+ 5bsby (by+be+bg))+6bsb, 2 0.

Par conséquent, a4 est positif ou nul.
Supposons que a3 = 0. Alors, de (4.6) on obtient

bsb, =0, bbbehbs =0.
Ftant donné que b; = min(b,, bs, b,), on a aussi
by =0.
En utilisant (4.7) et (4.8), on trouve
Fy(by, b, ..., bg) = bib,bbeh, = M.

@4

(4.5)

(4.6)

“.7

(4.8

(4.9)

Donc b, > 0, et d’aprés (4.7) b; = 0. Sinon, dans le cas b; =0, on a Mg =0, ce qui est

impossible.

Mettant A profit les résultats énoncés, la relation (4.6) donne 0 = a3 = 6b,beb; (b, +bg) = 0,

ce qui entraine, de nouveau, Mg = 0.
Or, a; est positif.

Mais, c’est impossible d’aprés (4.4), parce que nous avons supposé que la fonction Fyg

en (b, b,, ..., by) atteint sa borne supérieure.

Deuxiéme cas: bs = min(b,, bs, by), (6 =by—bs).
Pour ¢ positif et suffisamment petit, on a

F8 (bl—e’ b2s b3: b4’ b5+6' b69 b7’ bS) = FB (bls b29 b39 bb bs’ bﬁ, b‘b b8)+a5£+0(82)'
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Le coefficient a est donné par

o5 = 8 (bybsbabghy+bobsbsbgbs +bobsbebibg +bybsbebobg +bybsbebqbs +bsbsbehabg)
+0(byb3baby +bsbshsbg+bybsbabg+bsbybehs+bybsbebs +bybsbybg +bybybebs +bsbabsbs
+byb3bebs +bybebebs +bybabrbg) +bybsbghibg +bybabababg — bababebrbg —bybsbabeby
+08 (bybyby+bybghy + bbby +babobg+bybabs+bsbehe)+bybibabg +bybababg
+bybsbeby — bybabebs — bybybebs —bybabeby +5bsba. 4.11)

D’apres (4.3) on obtient

bibebibg (6+b,—b4) 20, bybabyby (5+bg—be) 20, bybsb7(6+bg—be) 20,
bybsbg (6+b;,—b4) 20, &(byb3b7+b3bebs)+byb3bbg —b3babebs
= byb3b, (0 +bg—be) +b3bsb7(6+b,—by) 2 0,

et puis, de (4.11) il s’ensuit que

40 (bybybabg+bybsbshs+bybsbebs+bobababyt bbb +bsbabebs+bybsbehs
+b,b4bgbg +b3babbg) + 5b3 (bybs +bybg + bebs) + b3, 2 0. 4.12)

Par conséquent a est positif ou nul.
Soit ag = 0. L’inégalité (4.12) donne alors:

b3b7 = 0, b2b4b6b8 = 0, bs = 0. (4.13)
A partir de (4.13) on obtient
Fg(by, b, ... , bg) = b1byb,bgby =M. @414

De (4.14) on conclut que b, >0, et d’aprés (4.14) b3 =0. La relation (4.12) donne
0 =as 2 6b,b4b,(bs+bg) 2 0 et, en vertue de (4.14), M3 =0.

Or, s est positif. La relation (4.10) conduit 4 une nouvelle contradiction.

Dong, ce cas est également impossible.

Troisieme cas: b, = min(bs, bs, b;), (6 = b, —b,).

Ce cas se raméne au premier, car le coefficient correspondant o, se déduit du coefficient
o5 par le déplacement cyclique des indices: 1 +7,2-8,3-1,452, 553,64, 75
8 — 6 et I'échange des signes des termes ne contenant pas d.

Ces modifications sont sans influence sur le raisonnement que nous avons exposé dans le
premier cas.

Donc, par la méthode *““reductio ad absurdum™, nous avons démontré les relations (4.2),
et par conséquent le Théoréme 3.

5. D’une maniére analogue, nous avons prouvé également 'inégalité (3.11) pour n = 3, 4,
5, 6.

Nous avons essayé d’appliquer cette méthode pour n =7, 10, 12 mais les difficultés de
nouvelle nature nous ont empéchés d’obtenir les résultats désirés.

Nous sommes d’avis que I'inégalité (3.11) peut &tre utilisée comme point de départ pour
des recherches nouvelles.
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Par exemple, I'inégalité (3.11) peut étre utilisée pour la détermination de la borne in-
férieure de la somme R,(x;, X3, ... , X,) qui figure au premier membre de I'inégalité (1.1).
A savoir, l'inégalité

Rn(xlsx2s ,x,,)ZAn, (5])

est équivalente a
Fn(al:az,'“’an)..s.l (aig(), i ai=M) .
i=1

R. A. Rankin [6] a démontré que I'inégalité (5.1) est vraie pour A = 0'33 et n arbitraire.
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