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UBER DAS GESCHLECHT UND DIE KLASSENZAHL
EINES RELATIV-GALOISCHEN ZAHLKORPERS
VOM PRIMZAHLPOTENZGRADE

YOSHIOMI FURUTA

Herrn Professor Katuzi Ono zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Fiir einen relativ-galoischen Zahlkérper K iiber k bezeichnen wir mit
G(KJk) die zugehorige galoische Gruppe und mit (K: k) dem Erweiterungsgrade.
Ferner seien K, K, bzw. K* die groBten, unverzweigten Erweiterungskérper
von K, die beziehungsweise die folgenden Eigenschaften besitzen: die galoi-
sche Gruppe G(K/K) ist abelsch; die galoische Gruppe G(K/K) ist im Zentrum
von G(K/k) enthalten; K* ist das Kompositum von K und einem iiber &
abelschen Erweiterungskérper. Dann ist (K: K) gleich der Klassenzahl von
K, die wir mit hy bezeichnen werden. Der Kérper K heie der unverzweigte,
maximalzentrale Erweiterungskirper von K in bezug auf k, und der Grad (K: K),
den wir mit 2z, bezeichnen werden, heiBe die zenirale Klassenzahl von K in
bezug auf k. Der Korper K* heiBle der Geschlechterkirper von K in bezug
auf k, und der Grad (K*: K), den wir mit gg, bezeichnen werden, heifle
das Geschlecht von K in bezug auf k. Man kann dann leicht sehen, daB
K> K> K* somit gx, ein Teiler von zgx, und zg, ein Teiler von 7y ist.
Eine explizite Formel des Geschlechtes gx, ist im allgemeinen von Furuta
[4] gegeben, und im Falle, da8 der Grundkérper k der rationale Zahlkorper
ist, und K iiber k abelsch ist, findet man in Frohlich [1] die explizite Struk-
tur der galoischen Gruppe G(K/k). In der vorliegenden Note zeigen wir:
wenn K iiber k zyklisch ist, so stimmt K mit K* iiberein, daher zx; = gx.;
wenn K galoisch iiber £ mit Primzahlpotenzgrade /™ ist, so gilt zx =zg,mod./.
Der letztere Satz wird im gruppentheoretischen Sinne als Dual eines
Ergebnisses von Yokoi [8] ansehen, daBl %, und die ambige Klassenzahl ag
von K in bezug auf k kongruent mod./ sind.
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1. Fiir eine Gruppe ® bezeichnen wir mit [®,®] die Kommutatorunter-
gruppe von ®. Ferner sei fiir eine abelsche Gruppe ¥ mit einem Opera-
torbereich g, %A° die Untergruppe der g-invarianten Elementen von ¥, und
I,(%) sei die durch a'~? erzeugte Untergruppe von %, wo a bzw. ¢ auf A
bzw. g durchlaiift.

2. Es sei K ein iiber k relativ-galoischer Zahlkérper, und wie bisher K, K
bzw. K* der absolute Klassenkérper von K, die unverzweigte maximal-
zentrale Erweiterung von K in bezug auf k, bzw. der Geschlechterkorper
von K in bezug auf k. Setzt man ®& = G(K/k), A = GXE/K) und g =
G(K[k), so ist & eine Erweiterungsgruppe von % in bezug auf g; ferner ist
K der I(%)-invariante Unterkérper von K, und K* ist der ¥AN[®, &]-invari-

ante Unterkérper von K.

3. Um die Relation zwischen K und K* zu finden, betrachten wir eine
abstrakte Gruppenerweiterung & einer abelschen Gruppe ¥ in bezug auf
einer endlichen Gruppe g. Fir jedes c=g sei S, ein Vertreter der ¢
zugeordneten Restklasse, und man setze a° = S,aS;* fir e € %. Wir be-

weisen jetzt die folgenden zwei Hilfssitze.

Hivrssatz 1. AN [G,S] 2 I(AN).

Beweis. Vermoge der inneren Automorphismen ist ® ein Operator-
bereich von & selbst. Da A abelsch ist, kann man natiirlich die g-Modul
A als ®-Untergruppe von ® ansehen; um den Hilfssatz zu beweisen, ist es
genug zu zeigen, dalB die Faktorgruppe %/(AN[®, B]) elementweise $-invariant
ist. Nach dem Isomorphiesatz bzgl. ®-Gruppe haben wir /(% N[G,H]) =
AG®, Y[®, ®], und die rechte Seite ist G-invariant. Damit ist die linke
Seite auch ®-invariant, wie zu zeigen war.

Fir o,7 =g sei C, . ein Faktorsystem der Gruppenerweiterung & von
A in bezug auf g: S.S; = S,.C,... Es gilt dann

Hivrssatz 2. Ist g abelsch und C,, . = C., , fir alle o,z =g, so ist
I = A N [, E] =[©,®].

Beweis. Die letztere Gleichheit ist klar, weil g = ®/% abelsch ist. Nach
Hilfssatz 1 ist I (¥)c[®,®]. Um die umgekehrte Relation zu zeigen, werden
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wir beweisen, dafl ®&/I () abelsch ist. Jedes Element von & ist in der
Gestalt S,e darstelbar, wo c=g und a9 ist; es gilt auch die fol-
gende Kongruenz: (S,a)(S.0)(S,a)"(S:0)'=(S4.Cy, ab)(S:,C:, ,ab)™'=C, CI' =1

6T T O

mod. I,(%). Damit haben wir die Behauptung.

4. Im speziellen Falle, daB g zyklisch ist, hat man sicher C,, . =C,,, fiir
alle 6, €g. Durch die Anwendung der Hilfssatze auf die galoischen Grup-
pen & = G(K/k), % = G(K/k) und g = G(Kk), haben wir den folgende Satz.

Satz 1. Es sei K ein endlicher galoischer Erweiterungskirper von k, K sei der
unverzweigte, maximalzentrale Erweiterungskirper von K in bezug auf k, und K* sei
der Geschlechterkorper von K in bezug auf k. Dann gilt K > K*. Wenn insbesondere
K iiber k zyklisch ist, so gilt K = K* und somit® 2z = Qrsee

5. Es sei wieder U eine abstrakte endliche abelsche Gruppe mit einer
Gruppe g als die Operatorbereich, und X sei die Charaktergruppe von .
Dann wird X g-Gruppe durch die Festsetung

() = 2(a”),

fir reX, e und seg. Fiir jedes e« € A° und o g ergibt sich

Damit ist %A° im Annihilator von I (X) enthalten. Umgekehrt sei %(a) =1
fir alle x € I(X). Daraus folgt %(a'"7) = x*"9(a) =1 fir alle x= X, d.h.

a=s =1, somit a € A%, Daher haben wir

Hivrssatz 3. Es sei U eine endliche abelsche Gruppe mit einer Gruppe g als die
Operatorbereich, und X sei die Charaktergruppe von . Dann ist UA° dual zu I(X),
und I,(N) ist dual zu X°.

6. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wieder wie in Para-
graphen 2 und 5. Dann ist die Klassenzahl 2 von K gleich der Ordnung
von %A, somit auch von X, Die zentrale Klassenzahl 2y, ist gleich dem
Index (A: IyN)), also gleich der Ordnung von X° nach Hilfssatz 3.
Dann haben wir den folgenden Satz durch dieselbe Methode wie in Yokoi
[&]:

1D Wenn ag,; die ambige Klassenzahl bedeutet, so, im vorliegenden zyklischen Falle,
haben wir weiter 2x/;=0g/;,=ax/; nach Yokoi [7].
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Satz 2. Ist K en galoischer Erweiterungskorper von k mit Primzahlpotenzgrade

I*, so ist
he = 2xn mod./.

Beweis. Nach Paragraphen 5 kann man sehen, dafl g eine Transforma-
tionsgruppe von X ist. Wenn die Ordnung von g eine Primzahlpotenz [*
ist, so sind bekantlich die Ordnungen von X und der elementweise g-
invarianten Untergruppe X° kongruent mod.!. Daraus folgt der Satz.

7. Nach Satzen 1 und 2 ergibt die explizite Formel des Geschlechtes gx/
das folgende bekante® Resultat: Ist K eine zyklische Erweiterung mit Primzahl-
potenzgrade 1", so ist

»

hyg= -2
K7 T™en)

mod. /,

wo ep die Verzweigungsordnung von Kk in bezug auf den Primdivisor p ist, ¢ Ein-
heiten von k sind und v diejenigen Einheiten von k, die Norm von Zahlen in K sind.
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2) Vgl. Yokoi [8], auch die FuBnote 1).
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