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UBER DAS GESCHLECHT UND DIE KLASSENZAHL

EINES RELATIV-GALOISCHEN ZAHLKORPERS

VOM PRIMZAHLPOTENZGRADE

YOSHIOMI FURUTA

Herrn Professor Katuzi Ono zu seίnem 60. Geburtstag gewidmet

Fur einen relativ-galoischen Zahlkόrper K ίiber k bezeichnen wir mit

G(Klk) die zugehδrige galoische Gruppe und mit (K: k) dem Erweiterungsgrade.

Ferner seien K, K, bzw. K* die grόβten, unverzweigten Erweiterungskorper

von K, die beziehungsweise die folgenden Eigenschaften besitzen: die galoi-

sche Gruppe G{KIK) ist abelsch; die galoische Gruppe G{KjK) ist im Zentrum

von G(K/k) enthalten; K* ist das Kompositum von K und einem iiber k

abelschen Erweiterungskorper. Dann ist (K: K) gleich der Klassenzahl von

K, die wir mit hκ bezeichnen werden. Der Kδrper it heiβe der unverzweigte,

maximalzentrale Erweiterungskorper von K in bezug auf k, und der Grad {K: K),

den wir mit zK/k bezeichnen werden, heiβe die zentrale Klassenzahl von K in

bezug auf k. Der Kδrper K* heiβe der Geschlechterkδrper von K in bezug

auf k, und der Grad {K*: K), den wir mit gκ/k bezeichnen werden, heiβe

das Geschlecht von K in bezug auf k. Man kann dann leicht sehen, daβ

K D R 3 K*, somit gκ/1c ein Teiler von zκ/k und zκ/k ein Teiler von hκ ist.

Eine explizite Formel des Geschlechtes gκ/k ist im allgemeinen von Furuta

[4] gegeben, und im Falle, daβ der Grundkδrper k der rationale Zahlkόrper

ist, und K iiber k abelsch ist, findet man in Frόhlich [1] die explizite Struk-

tur der galoischen Gruppe G(K/k). In der vorliegenden Note zeigen wir:

wenn K uber k zyklisch ist, so srimmt K mit K* ϋberein, daher zκ/k = gκ/k;

wenn K galoisch iiber k mit Primzahlpotenzgrade /^ ist, so gilt hκ^zκ/km.oά.L

Der letztere Satz wird im gruppentheoretischen Sinne als Dual eines

Ergebnisses von Yokoi [8] ansehen, daβ hk und die ambige Klassenzahl aκ/k

von K in bezug auf k kongruent mod. / sind.
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1. Fur eine Gruppe @ bezeichnen wir mit [®, @] die Kommutatorunter-

gruppe von ®. Ferner sei fur eine abelsche Gruppe 51 mit einem Opera-

torbereich g, 5I9 die Untergruppe der g-invarianten Elementen von 5t, und

7G(5l) sei die durch a1-'7 erzeugte Untergruppe von 51, wo a bzw. σ auf 51

bzw. g durchlaiift.

2. Es sei K ein uber & relativ-galoischer Zahlkorper, und wie bisher K, K

bzw. K* der absolute Klassenkorper von K, die unverzweigte maximal-

zentrale Erweiterung von K in bezug auf k, bzw. der Geschlechterkδrper

von K in bezug auf 1c. Setzt man ® = G(X/A;), 51 = G(KjK) und g =

G(Kjk), so ist © eine Erweiterungsgruppe von 51 in bezug auf g; ferner ist

K der 7g(5l)-invariante Unterkόrper von K, und if* ist der 51Π [®, @]-invari-

ante Unterkδrper von K.

3. Um die Relation zwischen K und K* zu finden, betrachten wir eine

abstrakte Gruppenerweiterung © einer abelschen Gruppe 51 in bezug auf

einer endlichen Gruppe g. Fur jedes σ e g sei Sa ein Vertreter der a

zugeordneten Restklasse, und man setze aΰ = SoaS^ fur α ε i Wir be-

weisen jetzt die folgenden zwei Hilfssatze.

HILFSSATZ 1. 51 Π [@, ©] 3 7g(5l).

Beweis. Vermόge der inneren Automorphismen ist © ein Operator-

bereich von © selbst. Da 51 abelsch ist, kann man naturlich die g-Modul

5ί als ©-Untergruppe von © ansehen; um den Hilfssatz zu beweisen, ist es

genug zu zeigen, daβ die Faktorgruppe 51/(51 Π [®, ©]) elementweise ©-invariant

ist. Nach dem Isomorphiesatz bzgl. ©-Gruppe haben wir 51/(51 Π [©, ©]) =

5l[®, ©]/[©,©], und die rechte Seite ist ©-invariant. Damit ist die linke

Seite auch ©-invariant, wie zu zeigen war.

Fΐir σ, τ e g sei Ca, τ ein Faktorsystem der Gruppenerweiterung © von

51 in bezug auf g: SσSτ = SστCσ,τ. Es gilt dann

HILFSSATZ 2. Ist g abelsch und Cσ, τ = Cτ, a fur alle σ, τ e g, so ist

/g(«) = α n [©,©] = [©,©].

Beweis. Die letztere Gleichheit ist klar, weil g = ®/5l abelsch ist. Nach

Hilfssatz 1 ist 7Q(5ί)c[®, ®]. Um die umgekehrte Relation zu zeigen, werden
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wir beweisen, daβ @//Q($l) abelsch ist. Jedes Element von ® ist in der

Gestalt Saa darstelbar, wo σ G g und a<Ξ% ist; es gilt auch die fol-

gende Kongruenz: (Stfα)(Sr6)(Stffl)"1(Sr6)-1 = (S<fΓC t f,rfl6)(SΓtfCr, aab)-' = Ca, τC~τ\ = l

mod. IQ(%). Damit haben wir die Behauptung.

4. Im speziellen Falle, daβ g zyklisch ist, hat man sicher Ca, τ = CT, a fur

alle σ, τ e g. Durch die Anwendung der Hilfssatze auf die galoischen Grup-

pen % = G(X/Jfc), « = G(Klk) und g = G(X/ft), haben wir den folgende Satz.

SATZ 1. Es set K ein endlicher galoischer Erweiterungskδrper von k, K set der

unverzweigte, maximalzentrale Erweiterungskδrper von K in bezug auf k, und if* set

der Geschlechterkδrper von K in bezug auf k. Dann gilt K D K*. Wenn insbesondere

K uber k zyklisch ist, so gilt it = K* und somit1) zκ/k = gκ/k.

5. Es sei wieder % eine abstrakte endliche abelsche Gruppe mit einer

Gruppe g als die Operatorbereich, und X sei die Charaktergruppe von $L

Dann wird X g-Gruppe durch die Festsetung

χ'(a) = X(aa),

fur X G X, a e Ĉ und σ e g. Fur jedes a G ^l9 und < ; e § ergibt sich

Damit ist $ί9 im Annihilator von IQ(X) enthalten. Umgekehrt sei X(a) = 1

fur alle x e Iq(X). Daraus folgt χ(alm"a) = Xι~a{a) = 1 fίir alle x e X9 d.h.

α1"'^ = 1, somit α G $l9. Daher haben wir

HILFSSATZ 3. Es sei % eine endliche abelsche Gruppe mit einer Gruppe g als die

Operatorbereich, und X sei die Charaktergruppe von $t. Dann ist %q dual zu IQ(X),

und /g(̂ C) ist dual zu X3.

6. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wieder wie in Para-

graphen 2 und 5. Dann ist die Klassenzahl hκ von K gleich der Ordnung

von % somit auch von X.. Die zentrale Klassenzahl zκ/k ist gleich dem

Index (SI: Jβ(3l)), also gleich der Ordnung von Xq nach Hilfssatz 3.

Dann haben wir den folgenden Satz durch dieselbe Methode wie in Yokoi

[8]:

!) Wenn aκ/k die ambige Klassenzahl bedeutet, so, im vorliegenden zyklischen Falle,
haben wir weiter ^κ/k = 3κ/k~aκ/k nach Yokoi [7].
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SATZ 2. 1st K ein galoischer Erweiterungskδrper von k mit Primzahlpotenzgrade

Γ, so ist

hKΞ=zκ/k mod./.

Beweis. Nach Paragraphen 5 kann man sehen, daβ g eine Transforma-

tionsgruppe von X ist. Wenn die Ordming von q eine Primzahlpotenz ln

ist, so sind bekantlich die Ordnungen von X υnd der elementweise g-

invarianten Untergruppe XQ kongruent mod. /. Daraus folgt der Satz.

7. Nach Satzen 1 und 2 ergibt die explizite Formel des Geschlechtes gκ/k

das folgende bekante2^ Resultat: Ist K eine zyklische Erweiterung mit Primzahl-

potenzgrade ln, so ist

hkHep
hκ^ΎWW mod 1'

wo ep die Verzweigungsordnung von Kjk in bezug auf den Primdίυisor p ist, ε Ein-

heiten von k sind und η diejenigen Einheiten von k, die Norm von Zahlen in K sind.
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2) Vgl. Yokoi [8], auch die FuBnote 1).
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