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Abstract. Let kbe the field C or R, let M be the space k" and let 4 be the algebra of polynomials
over M. We know from Hochschild and co-workers that the Hochschild homology H.(4, 4)
is isomorphic to the de Rham differential forms over M: this means that the complexes
(C.(4, A), b) and (Q (M), 0) are quasi-isomorphic. In this work, I produce a general explicit
homotopy formula between those two complexes. This formula can be generalized when M
is an open set in a complex manifold and 4 is the space of holomorphic functions over M. Then,
by taking the dual maps, I find a new homotopy formula for the Hochschild cohomology of
the algebra of smooth fonctions over M (when M is either a complex or a real manifold) different
from the one given by De Wilde and Lecompte. [ will finally show how this formula can be used
to construct an homotopy for the cyclic homology.

Mathematics Subject Classifications (2000). 16E40, (16S80, 17B65, 18G60, 5-XX).

0. Introduction

Comme I'ont notamment démontré De Wilde et Lecomte [DWL], I’existence de
star-produits est intimement liee a la construction de formules explicites
d’homotopie en cohomologie entre les complexes de Hochschild et de de Rham.
Cette approche a vu son aboutissement dans la preuve de la conjecture de formalite
par Kontsevich ([Ko]) et Iexistence de star-produits sur une variété de Poisson
quelconque qui en découle. Pour généraliser le théoréme de formalité de Kontsevich
aux chaines, on est alors naturellement amené a écrire des formules d’homotopie en
homologie. Le but de ce travail est d’écrire de telles formules explicites pour le
quasi-isomorphisme de complexes donné par le théoréme de Hochschild, Kostant
et Rosenberg ((HKR]). Soit 4 une algébre commutative affine réguliére et unitaire
sur un corps k =R ou C et M un A4-bimodule. L’homologie de Hochschild de
Ialgebre 4 a coefficients dans M (notée H.(A, M)) est, par définition,
Tor' (M, 4), avec 4° = A® A% ou A est A muni de la multiplication opposée:
A% x A’ — A%, (a,b)i— ba. Le théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg
([HKR, p.395]) affirme que I’application naturelle: H; = H (A4, A) — H.(A, A) entre
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groupes d’homologie de Hochschild induit un isomorphisme de A-algebres:
Ny(H) — H(A, A) ou Q, = A (H,) est la A-algebre extérieure sur H;. Le groupe
H;(A4, A) est isomorphe au 4A-module des différentielles de Kéhler.

Dans le cas particulier ou 4 est une algébre de polynomes (4 = k[x1, ..., x,]), ceci
est une conséquence de ’existence de la résolution de Koszul (cf. [Kos], [Ho], [May]).
Ainsi les complexes (C.(k[x1, ..., x,]), b) et (Q, 0) sont quasi-isomorphes. Notre but
est de donner une formule d’homotopie explicite entre ces deux complexes. Ceci est
bien connu dans le cas n =1 (cf. [LS] Ex. 2.7.3, [LQ] et [Kal]). En dimension
supérieure, on dispose d’une approche théorique en utilisant le théoréme
d’Eilenberg—Zilber puisque k[x1, ..., x,] =~ k[x]®" (cf. [LS] Ex. 2.7.1). Il existe aussi
une approche en géométrie différentielle donnée par Connes (cf. [Co]). Cependant,
il est utile de disposer de formules explicites, par exemple en théorie des déformations
ou en homologie entiére.

Dans la premiére partie, nous explicitons une telle formule d’homotopie. Pour cela
nous définissons un opérateur A, correspondant a un ‘coproduit’ A: 4 — 4 ® A, que
I'on étend en des fonctions A: A% — 4%2. Nous donnerons quelques propriétés
remarquables de ces opérateurs dans la deuxieme partie. La preuve de théoréme
principal de la premiére partie est donnée dans la troisiéme partie.

Dans la quatriéme partie, nous verrons sous quelles conditions la formule
d’homotopie peut s’étendre a des ‘algebres plus générales’ et comment elle peut
se généraliser au cas ou M est un ouvert contractile d’une variété complexe lisse
et A est I’algébre des fonctions holomorphes sur M.

Dans la cinquiéme partie, nous montrerons comment cette formule nous permet
de retrouver une expression analogue en cohomologie. En explicitant la nouvelle
formule obtenue, nous constaterons que celle-ci est differente de celle donnée
par De Wilde et Lecomte ((DWL)).

Enfin, dans la derniére partie, nous donnerons une application d’une telle
homotopie: en utilisant les techniques de perturbation des rétractions par
déformation (cf. [Ka2]), nous obtenons une nouvelle formule d’homotopie explicite
entre ’homologie (ou la cohomologie) cyclique périodique et celle de de Rham.

1. Formule d’homotopie pour les polynomes

Dans cette partie nous allons donner une formule d’homotopie entre les complexes
de Hochschild et de de Rham, pour I’algébre des polynomes. Commencons par
préciser ce que nous entendons par homotopie entre deux complexes (C,d) et
(C'.,d):

DEFINITION 1.1. (cf. [ML]) Soient (C.,d) et (C".,d) deux complexes.

e Un morphisme de complexes ¢:C. — C'. est un quasi-isomorphisme si
I’application induite sur I’homologie est un isomorphisme.
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e Deux morphismes ¢ et ¢": C. — C’. sont dits homotopes s’il existe une appli-
cation appelée homotopie #: C. — C'.; telle que ¢ — ¢’ =d oh+hod.

e Si ] est un quasi-isomorphisme entre les complexes (C., d) et (C'.,d"), et si
J: C'. — C. estun morphisme de complexes tel que J o I = Id sur C. nous dirons
que s est une homotopie pour (I, J) si s est une homotopie entre o J et Id sur
C'., cest-a-dire: ToJ =1d+d os+s0d.

Considérons I'algébre A4 = k[xi, ..., x,]; le groupe d’homologie H;(A, A) est
isomorphe au A-module des différentielles de Kéihler et donc 1’espace
AL (H{(A4, A)) est isomorphe a I’espace vectoriel engendré par les éléments de type
adx;, A...AdX; avec a dans A.

Le théoréme de HolcjzhschildeostantfRosenberg dit que les compleges de
Hochschild: C(A4,4)—> C_1(4,4) et de de Rham A (Hi(A4, A)— AJ!
(H (A4, A)) sont quasi-iso-morphes. Comme on a supposé que ’algebre A est unitaire,
nous pouvons réduire le complexe de Hochschild au complexe C.(4, A) —>
C_1(4, 4) avec Ci(A, A) = A® A% ot A= A/k (k est identific & k-1 dans A).
En effet, il est bien connu (cf. [Lo]) que la projection: Ci(4, A) — Ci(A4, A) est
un quasi-isomorphisme de complexes.

II est alors naturel de chercher deux quasi-isomorphismes / et J entre les com-
plexes C.(4, A) et A (Hi(A4, A)) puis de construire une homotopie correspondante.
Pour plus de commodité, nous écrirons désormais A, pour A, (H;(A4, A)), espace
que nous pouvons identifier a I’espace des formes difféerentielles sur Vect(xy, . .., x,).

Un candidat naturel pour le morphisme J: C;(4, 4) — /\f(1 est I’application:

Py@P Q.. Pi—PydPyA...AdP,.

On vérifie immédiatement que J o b = 0 si bien que J est un morphisme de com-
plexes. Pour la suite de notre travail, nous introduisons la notation B, qui désignera
I’ensemble des applications de [1,...,u] dans [1,..., v]. Pour tout ¢lément ¢ dans
B’ et i dans [1,...,u], Pexpression ¢-i désignera I'image de i par I’application o.
De plus, si X est une partie finie de IN, on notera P(X) I’ensemble des permutations
de X. Enfin, la notation xj A ... A x; désignera 1’élément

1
Z (_I)Z(g)ﬁxml ® -~~®xa‘~l
geP((1,....1]) :

de A% (¢(0) est l_a longueur de Bruhat de : sgn(e) = (—=1)“). Nous pouvons ainsi
réécrire J: A® A — Al

aPy apP;
3x0.1 o axm;

PR...Q PIi— ZPO

oeB]

Qdxsi A... Adxg.

Nous devons maintenant choisir un morphisme 7: A, — C/(A, A). Prenons, par
exemple, 'injection canonique: I:adx; A... Adx;,—>a® x; A...AXx;. On vérifie
que cette application est bien définie, qu’elle est injective et que ¢’est un morphisme
de complexes car bol = 0.
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On démontre aisément que les applications 7 et J verlﬁent 1 o =Id. Nous
voulons maintenant trouver une application s.A®A A®A 1 telle que
IoJ=1d+s o b+ b os. Pour cela, nous allons d’abord définir une application
A:4A —> A® A que nous étendrons en des applications A’: 4% — 4%2. Pour plus
de commodité dans la suite de ce travail, nous noterons souvent (...,...,...) au
lieude...®...®....

DEFINITION 1.2. L’application A: 4 — A4 ® A, est définie, pour tout polynome P
homogene de degré m, par:

1 1
AP)=——18P
ey L S TR § S gy B It
P 1
szal xo’l® 3)(7/ +jp®1

r;eB”

Calculons par exemple A(xx3):

1 1 1
A(x1x2° )——1®x1x2 +ﬁx1®xz +e0®

1 1 1
— 1.
®x1xz+12x2 ®X1+6X1X2®X2+4X1x2 ®

Nous pouvons ensuite définir les applications A’ par récurrence pour / > 1

DEFINITION 1.3. Soit A:A® A — A ® A définie par:
AP, Q) = (P® 1)-A(Q).

On définit ensuite A”: 4%/ — 42 pour Py, ..., P; dans A par:
APy, ..., P =IA[(1 ® ' POA (o ... PD]oyy

ou ¢ est une variable supplémentaire introduite pour la commodité des calculs (on
passe de 4 a k[¢, xi, ..., x,]) et ou la notation [- ® -] ;) signifie que I'on a spécialise
t en 0 dans le premier facteur du produit tensoriel et en 1 dans le second.

Calculons par exemple A*(x, x2):

A (x, x%) = %l Qx +14—5x®x +§x ®x+;x ® 1.

Nous donnerons dans la quatriéme partie une définition plus intrinséque de ces
applications, ce qui nous permettra de les appliquer a des espaces de fonctions plus
grands. Cette définition est néanmoins suffisante pour le travail que nous voulons
faire ici et les théorémes des parties 1, 2 et 3 se généraliseront sans probleme. Nous
avons maintenant tous les outils nécessaires a la construction de notre homotopie:
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DEFINITION 1.4. Soit s: 4A%"+! — 4®+2 définie pour Py, ..., P; dans A par:

S(P0®...®P/)

!
=Y -D7Py®...0P,;®1)
=1

J
i (OP1—j11 3P1>
X AN|l——, ..., QR Xg 1 A ... A Xg.i
(;;n ( axa.l axa-j !

A étant I'image de A/ par Iinjection:
ARA— A7 (a@d)—a® 18 ®d.

Notre résultat principal est le suivant:

THEOREME 1.5. Soit A l'algébre des polynémes. L'application s est une homotopie
entre les complexes de Hochschild et de de Rham de A, c’est-a-dire: 1oJ =
Id4+bos+sob.

La preuve de ce théoréme sera faite dans la troisiéme partie et résultera des
propriétés des applications A’ que nous allons énoncer maintenant.

2. Quelques propriétés de ’opérateur A

Commengons par expliquer pourquoi A peut étre vu comme un coproduit sur 4,
espace des fonctions sur Vect(xy, ..., X;).

THEOREME 2.1. Soit m° la multiplication (commutative et associative): A ® A —
A que l'on étend (grace a l'associativité) en une application, toujours notée m°:
A® — A (1 € N). Pour tout [ dans N, lapplication m® o A': A® — A vérifie alors
la propriété suivante: m° o Al =m°.
Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur /.
e Si/ =1, la propriété est évidente: vu la définition de A (cf. définition 1.2), c’est
une conséquence de I'identité d’Euler.

e Supposons le résultat acquis au rang / — 1. Considérons Py, ..., P; dans A.
Ecrivons A™'(P,, ..., P) =Y, m; ® ). On a alors

AP, P) =1 (@ DIAC P,

et donc:

m’ o APy, ..., P) =1 mem’ o [AC P -
i

11 suffit de démontrer que m° o [A(/'~'m)] ;) = (1/])m pour tout = dans A, car
alors m° o Al = l-%zi n;Pym; = Py...P; par hypothése de récurrence. Pour ce
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faire, on peut supposer sans perte de généralité que = = x”. On a alors:
xm—i ® xi

— m N 1
A X 0.1) = Zm

=T A D
_Z(m+l)...(m+1)xm ®x

Donc

1 m

(m+1)...(m+ 1);(1 +i)...(—14+0)x"=

m’ o [A(fl_lxm)](o,l) =

C’est le résultat souhaité. O

Nous allons maintenant énoncer un deuxieme résultat donnant un analogue de
I'identité d’Euler pour les polyndmes homogenes. Dans toute la suite de notre
travail, nous poserons, pour 1 <i < n,

fi=(1®x)—(x;®1) (€lément de 4 ® A).
THEOREME 2.2. Pour tout P dans A, nous avons:
1 oP
Y fih—=1®P-PR1
=1 8xl-

Démonstration. Reprenons ici la définition de I'application A . Nous pouvons
réécrire la formule de deux maniéres différentes: pour P homogene dans 4 de degré
m, on a:

P
A(P X Q——m————
(P) = ZZ(m—i—l)m (m—l+l) X '1®8x0_1...8xa‘1

=0 (reB”

Z > P o
- =0 GEB" (m + l)m - l+ 1)8x6.1- . .Bxg.l ol 2ol
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donc:
Yragr =35 . ot (0 )
- Xg.1- + - Xg.l X+ -
i=1 =0 ce 7’” —(m=1) 0x; \0X4.1. . .0Xg.
n m— Z 1 0 ( 81P ) ©x .
- " 4 o1 -Xg.l
i=1 =0 ¢eB! m(m —1)...(m — 1) 0Xg.1. . .0Xq. froto
VS X1 ® (m—1) op
ol —_—
I=0 geB! m(m — 1) (m — ) 0Xg.1. . .0Xg.
m—1 /
dP
N (m—1 ® Xg.1. . Xg.l
120: [gg:nm(m - 1) - Z)\ )Bxa.l. . .axa_, !

=1® P — P® l(apres simplification).

En fait nous avons des formules plus générales:

THEOREME 2.3. Pour tout r > 1 dans N, Py, ..., P, dans A et 1 <i <r:

1 A" 0P,
(1) ﬁ—(Pl,...,—f)
; r 3X1

=AY P,... P P)— (P, @ DATN(PL, ..., Piy)

=~ A’ aP;
2) Zﬁ—(Pl, L P,,)
=1 r 8x1

=AY Py, ...Pi\P;,...,P)—ANT(Py,...PiPiy1,.... P

3) Z fi— <8P ! . p,)

=(1QP)AN NPy, ....,P)— AN PP, ... P
La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant:

LEMME 2.4. Pour tous polynémes P et Q dans A, pour tout 1 <1 < n, nous avons:

@) Zﬁ[ (19150 )a0] =awerso-aro.
0,1

(®) fr[AP)),1) = [A(1-1P)]o,1)-
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Démonstration. La seconde égalité du lemme est équivalente a:
(b) A(x;P) = (x; ® DAP + (1 ® x)[AP)]o,1) — (x1 ® DIAP))g.1)-

Supposons que P est un monome homogeéne de degré m. Nous allons maintenant
utiliser une astuce de comptage: écrivons P = xj...x,, et supposons que,
formellement, tous ces x; sont différents entre eux et sont différents de x;. Ceci
n’enléve rien a la généralité du résultat car il suffira de spécialiser en les variables
voulues par la suite. Pour Y C[1,...,m] (on note | Y] le cardinal de Y), regardons
le coefficient apparaissant devant x;[[;cyX; ® [[;yX;: pour le terme de gauche de
(b)Y, il vaut
1 1
AYHT
m+ 2 Cm-H

et pour celui de droite:

1 1 1 1 1 1
Yr - v = Y1
m+ 1 Cm m+ 2 Cm+2 m+ 2 C‘r‘nJlJlr

Quant aux termes du type [ [;c yx; ® x/[ [, yx;, il est clair que des deux cotés apparait:

1 1
CRRLHi

La démonstration de la premiere égalité se fait de la méme maniére. Les
polyndmes P et Q sont supposés homogenes de degrés respectivement p et ¢ et
produits de mondmes de degrés 1 (notés x; pour P et y; pour Q) tous indépendant
et différents de x;. Par un comptage similaire, on vérifie que le coefficient
apparaissant devant x;...x;-y;...y;, ®... est le méme dans chacun des termes
de I’égalité (a). Ceci prouve le lemme. O

Démonstration (du théoréme 2.3). Pour prouver I’égalité (3), supposons r > 1 et
choisissons Py, ..., P, dans 4. Nous obtenons:

Z fi= (ap‘ . P,)

:Zﬁ[A{(I@m 1 0Py )A, 1(P2~~~,P,‘)}i|
©.1)
_Zﬁ[ {(l®ti> < N~ 1(P2,...,Pr).(1®lr—2)}:|

et, aux coefficients ¥ ® ... (avec i > 0) prés, nous obtenons:

©.1)

APy, P)(1 @17 = — DAl @ >P)A(Ps, ..., P
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Donc, en posant Q = (r — 1)(1 ® #~2P2)A" (P, ..., P,):
A" (0P,
X/:ﬁr(ax],Pz,...,Pr)
0P
2f{(rerig o))
21: oy .1

=(1® P)AQ)— AP Q) (lemme 2.4)

=1 ®P)A{(r— D1 Q2PN 2(Ps, ..., P))—
— A1 QP)r— D1 QT 2P)A (P, ..., P}

=(1@P)A N P,y,....,P)— AN (P-P,,.... P).

Pour prouver la deuxiéme égalité, nous allons procéder par récurrence sur r. La
récurrence s’initialise en » = 3. Dans ce cas on a:

A3 aP,

X,:ﬁ?<Pl’3_Xz’P3)

= 1Al e Ap A2<8P2,P)”
Srafaeero (G e)l]

=Y [A{ i1 ® tP)A? (381;2 , P3> ” (lemme 2.4)
i 1

0,1)
= [A{(l ® tpl) X 2{(1 ® PZ)A(P3) - A(P2P3)}}](0,1)
(d’apres 'egalite (3))
= AX(P1-Py, P3) — AX(Py-P2, Py).

C’est le résultat pour r = 3. Supposons ensuite r > 3 et le résultat acquis au rang
r—1; soit 2 < i < r, nous avons alors:

A aP;
S5 ()
1 r 8x]
- Zﬁ-[A{(l ® x”PI)A"*(Pz, L p)”
! oy ©.1)

= Z Al ® f‘—zpl)AH(Pz,...,%,...,P,) (lemme 2.4)
7 ox; ©.1)

=[A{A @7 P) x r = DA (Pa, ..., PPy ..., Pt
—[A{(1®@F72P) x (r = DA 2(Ps, ..., Pi-Pig, .. ., P oo
(par récurrence)

=ANP,...,Pi_1-Pi,...,P)— NP, ..., PrPii, ..., P
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C’est le résultat souhaité. Pour i = 2 on fait comme dans le cas r = 3: on utilise
I’égalité (3) au lieu de I’hypothese de récurrence.
Pour prouver la premiére égalité, il suffit d’initialiser la récurrence, le

raisonnement se faisant ensuite comme pour la seconde égalité. Or nous avons, pour
r=2

ZﬁA2 (Pl’8P2>

aP;
= 1® tP)A
lefl[ {( ® k) <3X)H(o,1)
= A1 ® P)A i (lemme 2.4)
7 3X1

=A{(1®P)(1®P,—P,®1)} (théoréme 2.2)
= A(P1-P>) — (P, ® DA(P).

C’est le résultat au rang r = 2. O

Remarquons que si I’on avait démontré d’abord les égalités (1) et (2), ’égalité (3)
serait équivalente a I’égalité suivante:

THEOREME 2.5. Pour tous Py, ..., P, dans A (r=0), on a:
VOAV(Pl,...,Pr):Ar(Pr,...,Pl),

ou vst la volte: AQA— AR A, PRQ— Q® P.

3. Démonstration du théoréme principal

On démontre le théoréme 1.5. Pour cela, considérons des polyndémes Py, ..., P, dans
A. L’expression b o s(Py, ..., P,) est alors égale a:
r—1 r—j—1

(D)"Y QPP ®...Q1)x

~
L M\
(=}

=1
i (OP,_; op,
X A( r]H,..., )(X)xg.l/\.../\x(,:/+
065;1 8)60.1 Bxg.j
r—1
+ (PO ®...0 Pr j) Z A X
j=1 0€B!
0P _j4 opP,
X - e gl N oo N\ Xgj—
( 0X,.1 Xy ® Xo1 Yo
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r

(Pr®...0 P, ®1)x

j=1
x 3 (=D ®. .. ®xp)A x
oeB?
teP(o[l,....f])
» 8P,~,j+1 . BP, ®x10,2®.:.®)€m—.j+
0X4.1 0xg, J!

+ 0 (contribution des produits alternes)
+Y (D' (P®...® Py ® 1)x

=1
x> D)y ®... @ DA

aij’?reP((r[l,m,j])

« 8PrfjJrl . aPr ®x‘m'~l ®-~:®xra’~j71+
0X4.1 0xg, J!
[ OP )
+ZP0-moA' 1,..., Y@ xp0 A A Xpe
oy 0X4.1 0Xg.p

Nous allons réécrire la somme ) -1 ®...® xm.l)&](. ..) ® ... en regroupant
les x;,.1 correspondant au méme x;. La somme vaut alors:

n

J .
Y3 e...ex)) ()N
=1 UEB]'_’ =1

a1=/

8Pr7j+1 8Pr7j+l 0P, Xg2 N oo N\ Xgj
X s s & - .
0Xg.2 ax; 0X5.j J

En faisant de méme avec Y (—1)"V(x,,,; ® ... ® DA'(..)®..., on trouve:

n

J .
Y o) (1) 'Ax
I=1 oceB! =1

j
aj=l

3P,~7j+1 8Pr7j+l oP, X1 N oo N Xgj—1
X s eees s eees ® - .
8xa‘1 3X] ax,,.j_l J

Ecrivons, maintenant, ’expression développée de s o b(Py, ..., P,):

r—1 r—I—1

N ()T PPy @ P ® D)X

=0 j=1
v 0Pr—j+1 oP,
AN r—j+ . 7 XG_ g
X; ( %51 0x,, ® Xot....o
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r—1 r—1

+Y Y EDTTIP® . @ P @ D)X

=0 j=r-I
A 3(P,~P,+1)
A ey T e X.. .
" 0623:” ( 0xg.9 ® Kooy
r—1 ‘
+ Z(_l)lﬂ(Pr'PO X...... %4 Prflfj ® I)X
=1
V(P 0P
N(%r= o v
X Z,, (ax0~1 ) ) 8XO—4'> ® ol,..., a-j
aij b

Les deux premiéres sommes des expression s o b(Py, ..., P,) et bos(Py, ..., P,) sont
opposées I'une I’autre. On a alors (en utilisant le théoréeme 2.1):

(sob+bos)Py,...,P)
JdP; oP,
0 0Xg1  OXgy

r J
Y Y D) (Pr®...® P ®1)x
j=1 I=1

,,,,,,

x Y (i[(l@...@xl)—()q@...@1)]ij

GEB;LI =1
0X4.1 0x; 0Xg.j-1 j

r—1
—ifOP,_; oP,
+Z(P0®...®P,,_j_l ®P,.__,)ZA’< AL )
=1

A
by 0X4.1 0xg

.......

r—1 r—1 .
YT P ®P_i1®1)) Ax

j=1 I=r—j oij’.’
oP;-P,
y (7)@/ ..... ot
8)(70-.?
r—1 )
+ Z(_ly“(PO.P,. R ...... QP @ 1)x
j=1

Wi 8Prfj 8Pr—l
XZHA(E)XJ,I’.”’WW ®Xa-l ..... aj |-
aij

Pour terminer la preuve, nous allons donner une écriture développée de
so b+ bos. Nous utilisons les théorémes 2.1, 2.2 et 2.3 pour faire les simplifications
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adéquates. L’expression (so b+ b o s)(Po, ..., P;) vaut alors:

JoI(Py®...Q P,)—

-1
Po®...0 P ®Pr_jt1) Z AN+

j=1 oeB;,
aPr—j+2 8Pr
L er- O —
+ ( oo T ® Xo1,....5j-1+
roj—1 .
—j—1
N ). ePy ) Y AT+
J=11=1 oeB!
APy Prj
(T) S A
ag-!
)
. —-i—1
+3 PP 9Pl Y A+
j=1 oeBy
aPr—j+l aPr—l
Xoi o
+ ( 8x0—.1 s aij_l) Q Agi1,..., ag-j—1 +
r—1 i
+) (P0®...@P 1 ®P) )y A+
Jj=1 oeB!
P,y oP,
LR ] X{T- N
+< 9X,.1 X5, ® Aoloi T
r—1 r—1 :
+Y TP ®P @)Y A+
j=1I'=r—j 0B
aP;-Py
+ (T) P A
g?

r—1 X
+Y ()PP ®P1)Y AN+
=

aeB]’.‘
P, AP,
PR EEEE Xa~ N
+ <8xa.1 Xy ® ol

Apres simplifications (en posant ' =1/+ r —j), on obtient finalement:

(sob+bos)Py,...,P)
=Jol(Phy®...P)—(P)®...QP.)+(PyP,R...P,_1®1),

ce qui termine la preuve du théoréme (nous travaillons sur A4/k).

4. Genéralisations

Le but de cette partie est de montrer que ’on peut étendre les résultats de la premicre
partie a des espaces de fonction plus grands: fractions rationnelles, séries enticres,
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fonctions holomorphes sur une variété complexe. L’idée générale est d’approcher les
fonctions par des polynomes ou de les développer en séries entiéres et d’appliquer
ensuite la construction donnée dans la partie 1.

Nous allons commencer par étendre A a I’espace des fractions rationnelles a une
variable que nous noterons k(x). Nous noterons k'(x) I’espace des fractions qui sont
des dérivées de fractions rationnelles. Sur C, nous savons que ce dernier espace
est engendré par les polynomes et les fractions du type: 1/(a — x)[ avec [ > 1. Pour
évaluer A sur un des ces derniers termes (on prendra, comme exemple, a = 1),
écrivons le développement en série entiére de

0= (l—x) Zcm 1x

i=0

et appliquons formellement A a cette série. Nous obtenons une série formelle de
produit tensoriel que nous pouvons resommer:

, 1
AQ) = ZC+HZX’®X"—21_1(1 T

i=0 i=1

Compte tenu de ces remarques, nous pouvons donner une expression simple de A sur
k'(x) qui généralise celle de la définition 1.2:

PROPOSITION 4.1. L’application A se prolonge en une unique application linéaire:
k' (x) = K'(x) ® K'(x), telle que pour | > 1 et a dans C:

A( 1 >_ 1 1 2 1
(a—x) _l—lHj:l(a—x)i (a—xy’

i,j#0

Pour étendre I’application d’homotopie a une classe plus importante de fonctions,
nous allons donner une nouvelle maniére de définir A équivalente a celle de la
définition 1.2:

DEFINITION 4.2. Soit B l'algébre B=k[X,,...,X,] et rappelons que A4 =
klx1,...,x,]. On définit ®: 4 — B par: O(x;,...x;,) = (1/INX;.. . X;,.

Cette application est bijective et nous verrons comment lui donner un sens pour
des algebres de fonctions plus générales. L’algébre B est en fait une algeébre de Hopf
car elle peut étre munie d’un coproduit co-commutatif:

DEFINITION 4.3. On définit Ay: B— B® B, morphisme d’algébre vérifiant
A(X;)) =1® X; + X; ® 1 pour tout générateur X; de B.
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La encore, nous verrons plus tard a quoi correspond ce morphisme sur un espace
de fonction général. Remarquons, enfin, que la transformation:

1

P —FP
~ degP+1""°

pour tout polynome homogéne P, correspond a une intégration, que nous noterons
Int par la suite:

1
Int: 4 — A, P— / P(tx)dt.
0
Une vérification immédiate nous permet de redéfinir A:

PROPOSITION 4.4. Pour tout P dans A nous avons:
A(P) = (@' @ D HAG(@(Int(P))).

Cette nouvelle définition va nous permettre d’étendre notre formule. Revenons sur
I’exemple des fonctions rationnelles. Considérons la fonction 1/(1 — x)? ; il est clair
que

Int( ! )— !
(1-x?) (1-x)

et que O(1/(1 — x)) = exp(x). Il est aussi évident que Ay(exp) = exp ® exp. Nous
retrouvons bien:

L 1 1 LY S S
@ 'e® )A0(®<Int<(1_x)2)>> _(l—x)®(1—x)_A<(1—x)2>.

Nous aurions pu faire de méme avec les fonctions 1/(1 — x)l, [ > 1. Nous voyons a
travers cet exemple, que pour prolonger A, il suffit de prolonger ® et Ay. Si U
est un voisinage de 0 dans C", nous noterons O(U) I’espace des fonctions analytiques
sur U.

e Nous pouvons prolonger 'application ® en utilisant I'isomorphisme de
Borel-Laplace (cf. [MR]). Soit U un ouvert de C" contenant 0 et f/ une fonction
dans O(U) telle que f(z) = O(z) a I’origine. Choisissons un lacet y, autour de
I’origine tel que y C U; la transformée de Borel est définie par:

o d
50 = 5 [ reo(55).

L’image par B de I’ensemble des fonctions holomorphes au voisinage de 0 telles
que f(z) = O(z) a l'origine est I’ensemble des fonctions holomorphes sur C
qui sont de croissance au plus exponentielle a linfini. Pour P dans
Clx1,...,x,] et aj,...,a, dans C, notons Pa]’_“,an le polynome: C — C,
F w(2)= z-P(zay,...,za,). 11 est alors clair que ®(P)(ai,...,a,) =
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.....

application @ définie sur I’ensemble des fonctions a n variables, holomorphes
en 0. L’image de ® est 'ensemble des fonctions a n variables, holomorphes
en 0 a croissance au plus exponentielle a I’infini.

e L’application Ay est un cas particulier, sur les polynomes, du coproduit
classique sur les fonctions. Pour cela nous remplacerons le produit tensoriel
algébrique par le produit tensoriel projectif complété ®, (cf. [Co], [Gr] pour
le cas général et [Do] pour le cas complexe). Nous garderons les mémes
notations que dans le cas algébrique pour désigner les groupes de cohomologie
correspondant. Le produit tensoriel est construit de telle sorte que
O(U x V)= O(U)®,0O(V). Dans notre cas Ay correspond a I'application:
O(U) — O(U)R,0(U), f1— Ao(f) telle que Ao(f)(u, v) = f(u + v). On retrouve
bien le fait que Ag(exp) = exp ® exp puisque exp(x + y) = exp(x)-exp(y). Il
est alors clair que Aj conserve la propriété de croissance au plus exponentielle
a linfini.

Ceci nous permet maintenant de définir A: 4 — A®,A4 (ou A = O(U)) par:

1

(D) = A(f) = (@ @D HAo(D(Int(f))).

Les propriétés des parties précédentes sont conservées par continuité des application
®, Ag et ® . Nous avons ainsi une généralisation de théoréme 1.5:

THEOREME 4.5. Soit A 'algébre de fonctions holomorphes au voisinage de 0. Soit s
Uapplication construite a partir des formules de la premiére partie mais en utilisant la
définition (D) de A; cette application s: ABr > 48T+ prolonge l'application définie sur
les polynomes et est une homotopie entre le complexe de Hochschild et le complexe de
de Rham.

Remarque 4.6. Soit M est une variété réelle ; si, sur tout ouvert contractile U, on
pouvait étendre la formule d’homotopie a I’espace des fonction de classe C* sur
U, on pourrait obtenir une formule d’homotopie globale sur M. En choisissant
une partition de I'unité (¢,) subordonnée a un recouvrement par des ouverts con-
tractiles U, on pourrait construire une homotopie sy sur chaque ouvert U.
Définissons la fonction @ sy: A% — A®*! ou ¢ agit par multiplication sur le
premier terme du produit tensoriel. L’application ), ¢y sy serait alors une
homotopie pour ’homologie de Hochschild sur M.

Remarque 4.7. On peut appliquer le Théoréeme 4.5 a des algebres de fonctions plus
grandes ou la transformée de Borel est encore définie: par exemple, au cas ou A4 est
I’algebre des fonctions définies sur des disques de Borel (disques ouverts dont le bord
contient 0), ou aussi I’algebre des fonctions asymptote Gevrey.
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5. Une formule d’homotopie en cohomologie

Ce paragraphe, comme le suivant, donne une application de notre formule. Nous
allons montrer comment celle-ci permet de construire une formule d’homotopie pour
la cohomologie de Hochschild sur une variété M. Nous retrouverons ainsi que la
cohomologie de Hochschild peut étre canoniquement identifiée aux multidérivations
antisymeétriques (ce résultat est di a Hochschild, Kostant et Rosenberg). La formule
que nous trouvons est différente de celle donnée par De Wilde et Lecomte ((DWL])
mais elle pourra €tre utilisée de la méme maniére pour la théorie des déformations.

Dans notre étude, comme dans [DWL], nous nous restreindrons aux cochaines
locales, c’est-a-dire aux opérateurs multidifférentiels. Cette restriction est justifiée
par le fait que I’inclusion de ce dernier complexe dans le complexe de Hochschild
total induit un isomorphisme en cohomologie (cf. [DWL], [ML, Chap.X, Section
2]). Nous pouvons aussi réduire notre étude au cas ou M est un ouvert contractile:
si 'on choisi une partition de l'unité ¢, et si sy est une homotopie sur U,
lapplication s = ), ¢Sy sera une homotopie sur M. Dans ce cas, nous pouvons
considérer que M = R” et restreindre 4 = C*°(M) aux fonctions a support compact.
Notons C"(A, A) 'espace des m—cochaines a valeur dans 4. La cohomologie de
Hochschild est celle du complexe, §: C"(4, A) — C"*1(4, A)

OD)fi. - -+ fur1)
=(=1"""AD(fs, ... four) +

m

+ 3 DD S )
i=1

+ D(ﬁv “ee 9fm)fm+l

Comme nous I’avons dit plus haut, nous nous restreindrons aux cochaines locales,
c’est-a-dire celle qui s’écrivent sous la forme:

D(fl’ T ’f’”) = Z Coy, ..., ocmDO(lfl. ..D" m

(3 o) E(N")”

OU ¢y, 4, est dans C®(M) et, si o = (a', ..., a") est dans N" et si D; est la dérivé
partielle par rapport a la coordonnée x; D*= D‘l‘l. ..D¥. Nous notons
lo| = a' + ...+ d".

Lorsque A4 est I’espace des fonctions de classe L?, nous avons une méthode
générale qui transporte des propriétés valables en homologie en des propriétés
valables en cohomologie. Cette méthode nous permet, a partir d’une formule
d’homotopie en homologie, d’écrire une formule en cohomologie qui restera valable
méme quant I’espace A4 est I’algebre des fonctions de classe C*°. Rappelons tout
d’abord que le dual de I’homologie de Hochschild est la cohomologie a valeur dans
le module A4*, dual topologique, c’est-a-dire celle du complexe: 5, C"(A4, A*) —
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CmH(A,A*)
0D (for - - -+ fins1)
- i(—l)iD’(ﬁ), oSt i)+
pn

+ (=" D frifor fis - - o Son)-

Si A = L>(M), A* est un A-module a droite: -a = y(a-) et Papplication u: 4 — A*,
f+—(g— [,,f2) est un isomorphisme de A-modules entre A4 et A*. Nous disposons
ainsi d’'un morphisme de complexe entre C'(4, 4*) et C' (A4, A): Di— D tel que:

D(fo. - - fon) = WDy, - - ) (f0).

Notre formule d’homotopie donne, par dualité, une formule d’homotopie pour la
cohomologie a valeur dans le dual (nous noterons 5 ’homotopie ainsi trouvée:
5 = s*). Grace a I'isomorphisme y, nous construisons enfin une formule d’homotopie
pour la cohomologie de Hochschild a valeur dans I’algébre (homotopie que nous
noterons encore s quand il n’y a pas de confusion possible). Nous allons expliciter
cette derniére formule pour la comparer avec celle de De Wilde et Lecomte.
L’application 5 est 1’application duale de I’homotopie s: A®"+?> — 4®"+! Elle
est donc définie par 5: C"*1(4, 4*) — C"(A, A*)

3‘(D/)(f0, s »fm) = D/(S(f() ® ... ®fm))~

Ceci nous permet de construire s: C"*1(4, A) — C™(A4, A) dans le cas général. Soit D

dans C"*1(4, A) et D = u(D); I'application s doit vérifier u(s(D)) = (—1)"5(u(D)).

PROPOSITION 5.1. Soit A = C®(M). L’application s: C"*t'(4, A) — C™(4, A),
Di— s(D) telle que s(D)(f1, ....fm) =(=1)"m° o (Id®D)s(1 /i ® ... ® fm)

pour m = 1 et nulle sim = 0, est une homotopie entre les complexes de Hochschild et
de de Rham (dans la formule, on a puremplacer les fonctions par leurs développements
limités car les cochaines sont locales).

Démonstration. D’apres la définition de s en homologie, il est clair que

SHo®..9MM=fHR1®..0 1)s(1®...Qf)
donc lorsque 4 = L2(M),

S(uDN(o, - fm) = fMﬁ)SOD(Sl ® ... ®Sm+1) = (=1)"u(s(D)).
On vérifie ensuite que la formule convient aussi lorsque 4 = C*(M). O
Nous allons terminer cette partie en explicitant I’application s de la proposition 5.1

pour la comparer avec I’homotopie donnée par De Wilde et Lecomte. Commengons
par étudier s sur C>(4, A). Un élément de C*(A, A) s’écrit comme somme de termes
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de la forme ¢D™ D*. Pour f dans A, écrivons

of .
A(g) =3 M) @ Aai(f:
alors les définitions de la premiére partie nous donnent:

S(DY() =D eAri()D™ (Mg i(/))D™(x;).

L’identité d’Euler (cf. démonstration du théoréeme 2.1) nous permet d’écrire:

— ¢ o1 % %2 (.
O = Y (55 )

I1 est facile de montrer, par une démonstration directe, que cette formule est valable
pour n’importe quelle fonction de 4 (et pas seulement les polynomes). Pour cela,
nous avons besoin de quelques définitions:

DEFINITION 5.2. Si D est une cochaine locale de C”(4, A), nous adoptons toujours
la notation D =) uy D™ D

O] 5eeny Oy Oth---q m

e Pour / > 1, nous définissons ¢;;: C"'(A4, A) — C"(A, A) par:

1 o O
qij(D) = Z"“l’---’“mH |aj|1) LD,

e On définit, pour 1 <i<m, A;: C"(4, A) — C"*(4, A) par:
AiD(fi, .- fns1) = DU, - fifits - k)

e Enfin, sim > 2, on définit, pour m — 1 > [ > 1, la cochaine D) dans C"*/(4, A)
par:

DY = Grm—10An_20...0Ay_10q1m1(D).
Nous pouvons alors donner une expression plus explicite de notre homotopie s:

THEOREME 5.3. Lapplication s: C"*' (A4, A) — C"™(A, A) définie précédemment
peut aussi s’écrire: s(D)f1, ..., m) =

m (— 1)/+i(a) " Wrnis1 o

Z Z D ﬁ""’ [ 7x10'~17---7xm'~j .

: ceB"? ] axal axaj
eP(o([1 .’..../x]))

Démonstration. Ce théoréeme est une conséquence immeédiate des travaux de la
premicre partie et des définitions précédentes. On peut aussi vérifier que I’application
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s est bien une homotopie en démontrant, par un calcul direct, que:

D(fr, ..., [m)
-y D 9

m! 0xg1  0Xgm

D(Xg1s -y Xgm) F (Bos+s0b)f1,..., [ m)-

oeB!

m

O

En reprenant les travaux de De Wilde et Lecomte, nous constatons que notre
formule est différente de la leur. Elle donne cependant les mémes possibilités
d’application aux constructions de star-produit.

6. Une formule d’homotopie en (co-)homologie cyclique

Nous allons voir, dans cette partie, comment, en perturbant notre formule, on
obtient une homotopie entre le complexe cyclique et le complexe de de Rham. Pour
cela, nous allons faire quelques rappels sur la notion de perturbation et de rétraction
par déformation (cf. [La] et [Ka2]):

DEFINITION 6.1. Une rétraction par déformation (C'.,d), (C.,d),1,J,s) est la
don-Inée de deux complexes C’. et C, de morphismes de complexes: C'.—>
C.—> (C'. et d'une homotopie s sur C'. tels que:

Jol=IdetloJ=Id+d os+sod"-

On notera RD pour rétraction par déformation.

On remarque immédiatement que les travaux des parties précédentes nous
permettent d’affirmer que ((C.(4, A), b), (Q(M),0),1,J,s) est une rétraction par
déformation.

DEFINITION 6.2. On dit quune RD ((C'., d'), (C., d), I, J, s) est filtrée s’il existe sur
C'. et C. des filtrations croissantes, bornées inférieurement et préservées par /, J et s.
La RD est dite spéciale, si de plus: sol =Jos=s0s5=0.

Remarque 6.3. A partir d’'une RD ((C'.,d"),(C.,d),1,J,s), on obtient une RD
spéciale par les procédés suivant:

e Remplacer s par so (b’ os+ sob’) permet d’obtenir une homotopie vérifiant

sol =0.
e Remplacer s par (b’ os+ sob’)os permet d’obtenir une homotopie vérifiant
Jos=0.

e Remplacer s par so b’ os permet d’obtenir une homotopie vérifiant sos = 0.

Nous avons alors le résultat suivant:
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PROPOSITION 6.4. La RD ((C.(4, A), b), (A (M), 0),1,J,s) est spéciale.
Démonstration. 11 est facile de voir, vu les définitions de la premiére partie, que
sol =0.
On suppose la filtration constante. FEtudions sos. L’expression s*(Py®
P, ®...® P,) fait apparaitre des termes du type:

Py ms1— aP,
(POA’[’”<L“’,.. ’)@...@PrH/@l)x

axi[H»l h axi{
S i e R R it R T T A I
8)6,'1 8)6,'”171 8xi[, 8x,~p+l 8)6,‘1

®X,‘l NN Xy,

ou la notation Aﬁ désigne ici la ™ composante du produit tensoriel de I'expression
A!. Or une vérification immédiate, a partir de la définition 1.2, nous permet d’affirmer
que, pour tous 1 < /,m < n et tout polynome Q, on a:

1) 3 0\ _, (90 3 00
(1) A <m) ®8—x/A2(3xm) = A <3_X/) ® Bx Az(a—xl)-

Ainsi, les termes

) S 9 ) S
PoAl [ Z L N @ AL A () ®
ax’}m axiﬂ 8xi/’+1

®...x,~p/\x,~p+l...

poalm (Fremaict N o a1 D A (Bt ®
Bx ip 8x i ip+1 8xip

R.. Xiyi AN Xiye v

et

s’annulerons deux a deux. Ceci nous permet de conclure que sos = 0.
L’égalité (1) nous permet, de la méme facon, de conclure que J os = 0. O

Nous allons maintenant énoncer le lemme de perturbation de [Br] (cf. [Ka2]):

LEMME 6.5. Soit ((C'.,d"), (C.,d), I, J, s) une RD spéciale. Soit D' une application de
degré —1 sur C'. telle que (d' + D’)2 =0. Onpose D', = (D os) ' oD sij>1et pour
tout [ = 2:
Di=d+Jo(D1+...+D_1)ol,
L=I+soD+...+D_)ol,
Ji=J+JoD1+...+D_))os,
si=s+so(D1+...+D_))os.
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Sila RD est filtrée et si D diminue le degré de la filtration, les applications précédentes
ont un sens pour [ = oo et (C'.,d + D), (C., Dso), Ino, Jos So0) €st une RD spéciale
filtree.

Nous voulons appliquer ce théoréme a la RD spéciale: ((C.(4, A), b), (Q' (M), 0),
1,J,5s) et a la différentielle de Connes B: C.(4, A) — C.11(A, A) définie par:

/
B(a0®...®a1):Z(—l)/"l®ai®...®a;®...®a[_1.
i=0

L’application B vérifie (b + B)> = 0 (cf. [Co]) ainsi que les hypothéses liées a la
graduation. Nous pouvons ensuite utiliser le lemme 6.5. Nous obtenons alors:

THEOREME 6.6. La donnée ((C.(A, A), b+ B), (' (M), d), I, J, ss0) est une RD.

Démonstration. On peut regarder le complexe (C.(4, A),b+ B) comme un
bicomplexe (C..(4, 4),b,B) ou C,, = C,_,, l'application b est la différentielle
horizontale et B est la différentielle verticale. On munit ce bicomplexe d’une filtration
suivant les lignes. Pour appliquer lemme 6.5, il suffit ensuite de montrer que
JoBos=0. Ceci découle d’'un raisonnement semblable a la preuve de la prop-
osition 6.4 en utilisant encore Iégalité (1). O

Nous avons ainsi retrouvé un résultat classique dii a Connes: le complexe cyclique
périodique et le complexe de de Rham sont quasi-isomorphes. De plus, nous avons
produit une homotopie explicite. Ce résultat, établi pour les polynomes peut
s’étendre sous les conditions décrites dans la partie 4. Enfin, en prenant le dual
lin¢aire des application définies précédemment, nous obtenons un résultat similaire
en cohomologie. Lorsque l’algébre A4 désigne I’espace des polyndomes sur k"
(A = k[xy, ..., x,]) oul’espace des fonctions holomorphes sur une variété complexe,
nous retrouvons un résultat bien connu: le groupe de cohomologie de Hochschild
H'(A, A4%) est isomorphe a I’espace des courants de de Rham de dimension / sur
M (noté Z;(M)). Le morphisme canonique est J*: Z. (M) — C(A4, A*):

J(O)fo, ... f1)=(C,fodfin...Andf).

De méme, la cohomologie cyclique périodique Hﬁ(A,A*) est isomorphe a
I’homologie de de Rham H.(M).
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