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UBER DIE STABILITAT EINES
ZYLINDRISCHEN GASLEITERS IM MAGNE-
TISCHEN FELDE*

W. D. SCHAFRANOW
Academy of Sciences, Moscow, U.S.S.R.

Inder Arbeit(1) wurde die Stabilitit eines Zylinders aus vollstindig ionisier-
tem Plasma untersucht, dessen Druck durch die magnetischen Krifte des
langs des Zylinders fliessenden Stromes im Gleichgewicht gehalten wird.
Storungen wurden untersucht, bei welchen der Zylinder eine schrauben-
formige Gestaltung erhalt. Gegeniiber diesen Stérungen zeigte sich das
Gleichgewicht labil. In der vorliegenden Arbeit, gerade wie in (1], wird mit
Hilfe der Methode von kleinen Schwingungen und unter der Annahme
eineridealen Leitfahigkeit die Stabilitat gegeniiber beliebigen Storungen in
Anwesenheit einer magnetischen Feldkomponente, die langs des Zylinders
gerichtet ist (‘Langsfeld’), untersucht. Kriterien der Stabilitit werden
festgestellt.

Das Ausgangssystem der Gleichungen besteht aus Gleichungen der
magnetischen Hydrodynamik fiir ein ideal leitendes Medium:

dp . — @_ v H1 I
P divv=o, 3 =rot [vH], (1)

—_

= const. p?, W —Vp+-THI-

Beim Gleichgewicht ist v=o0, 0/ot=0, der Zylinder ist in der Richtung
der Achse und des Azimuts homogen 9/0z=0/0¢ =0. Die Komponenten
des Feldes H? und Hj} sind von Null verschieden. Wir nehmen an, dass
innerhalb des Zylinders H} =0 und H? iiberall homogen ist.

o
ca’ (2)

HY=h;H},(a) =const. H} =h,H},(a)=const.

Hj;=0, Hy,r)

* Presented at the Symposium by L. A. Artsimovich.
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Die Indexe i, ¢ bezichen sich bzw. auf das innere und aussere Feld. In
diesem Falle ist die Dichte und der Druck iiber dem Querschnitt konstant,

WOl Bt = Y+ Y (a) — HO = HEa) (1+h2— Y. (3)

Es ist bequem, die Stérungen in Koordinaten von Lagrange zu unter-
suchen. Es sollen die Gasteilchen eine Verschiebung E(r) ¢itkztmé+od)
erfahren. In einer linearen Annaherung in Beziehung auf die Stérungen
sind die Korrektionen aller Gréssen zur Verschiebung proportional:
H = H° + HW ikz+mé+ob y d.gl. Aus (1) erhalten wir Gleichungen fiir diese

Korrektionen: PO = — 2 div E, Hi<1)=r0t [EHY), (4)
PV=—yp°divE, w¥+c2VdivE+E; H°2 [rot H;.H?] =0,

2= 2,’;0 o= —ng .

P’ 4mp°

Die Gleichung fiir § hat die folgende Lésung:
k2€2 —w?

£,=C,1,(ar), §¢ =Cn—z L, (ar),

£,=iC, "Zfa:;" [ L(ar) — 1(ar)], (6)

(-l

o @

P 7
“’(ﬂ*c%)

Als Langenmasstab wird tiberall der Zylinderradius ¢ angenommen.
Korrektionen zum Felde ausserhalb des Zylinders werden aus den
Gleichungen H = Vi, Vi =0 erhalten. Unter Annahme von

Y =0 = D gilkzimétad

erhalten wir fiir ¥V eine Besselgleichung m-er Ordnung vom imaginiren
Argument, deren Loésung, auf r—oo begrenzt, ¥ (r) =const K, (kr) ist.
Die Integrationskonstante wird aus der Kontinuitatsbedingung der nor-
malen Feldkomponente zur Zylinderoberfliche bestimmt. Infolge der
idealen Leitfihigkeit werden die magnetischen Kraftlinien vom Stoff
mitgenommen, wobei sie parallel zur Oberfliche verbleiben. Daher ist
die normale Feldkomponente gleich Null und das dussere Feld vom In-
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neren unabhingig. Wollen wir den Wert der ersteren auf der Oberfliche
des erregten Zylinders hinschreiben

HY =€, (a) (mHS, + kHY,),
HY=E.(a) m(mHS, + kHY,) / [k Kna(E) ] ®)

(k)
HY =£,(a) K(mHS, +ng¢>/ [" m_(lk) ]

Die erhaltene Losung fiir die Korrektionen ist fiir einen vollstindig
bestimmten Eigenwert von w? giiltig, dessen Vorzeichen sagt, ob das
Gleichgewicht gegen die gegebene Storung stabil (w?>o0) oder labil
(w?<o) ist. Dieser Eigenwert wird aus der Grenzbedingung erhalten,
welche aus der Bewegungsgleichung hergeleitet wird. Bei unserer Auf-
gabestellung kommt es auf die Forderung hinaus, dass auf der Zylinder-
oberflache die folgende Bedingung erfiillt werden soll:

8mp = H, + HZ, — H;. (9)

In Anbetracht, dass o
. oH
H(a+£) = H(a) + 2H}(a) HP(@) + =2 £(0)

u.s.w. ist, und unter Beriicksichtigung von (3) und (4) bei r=a=1 erhalten

: & mHY, +kHY,)? -, H®
Wty divE= -7 {nge (gt kH ) K, (5 ) },—-z‘(divg—ikgz) e
k 0 +m

(10)
Wenn wir die Werte von E aus (6) einsetzen, konnen wir die Bedingung

folgendermassen niederschreiben:
(m+k.h,)?

w? e
Y (I - /12) e (ﬁnl—l((:)) Z;) [I P m_l(k) m} — K =f(w?).
Ku(K) (11)
Diese Gleichung hat ausser dem positiven Spektrum von Lésungen
w? >0, die den Schall- und Alfvénwellen eines Gases im gestorten Zylinder
entsprechen, noch einen Zweig der Eigenwerte w2,(£), die in einem gewissen
Gebiete ein negatives Vorzeichen besitzen. Falls das Langsfeld gleich Null
ist, liegt dieser Zweig bei m =0 und m =1 vollstindig im negativen Gebiet,
wobei fiir k<1
2,2

k2 ke?
w§=_'y—1 (y#1), w§=—2«/(2)7 (y=1),

2 I
wf:—;k%a lnE. (12)
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Fiir m > 2 ist dieser Zweig im Gebiete von kleinen £ positiv; bei einem
Werte von k= K,,, der von der Gleichung kK,,_,/K,, + m —m?=0 bestimmt
wird, geht er in das negative Gebiet iiber. Diese Werte von K, sind die
folgenden: K,=3, K3=8, K,=14, ..., K,,=m? (m>1). Im Gebiete von
kurzwelligen Stérungen haben alle Abzweigungen von w2, (k) eine Assymp-
totik 2

k— o0 wfn(k)»—él%. (13)

In Anwesenheit eines Lingsfeldes geht dieser Zweig bei grossen £ in das
positive Gebiet iiber. Das Stabilititskriterium erhalten wir aus der
Forderung, dass die Dispersionsgleichung (11) keine Losung w? < o haben
soll. Bei negativen w? wachst der linke Teil der Gleichung monoton von
®w?®=0 bis w?= —oo, wihrend der rechte Teil abnimmt. Eine Losung
w? <o fehlt folglich, wenn f(0) < o, oder wenn

A ®
k2R% + (kh,+ m)? - K:_l(k) = >k "‘_Zk) —m ist. (14)
K ()
Hierzu gehérende Kombinationen
m l(k) Km— (k)
¢1(k ) =k (k) —m, ¢ek ) =k (k) +m (15)

sind vom Vorzeichen des m nicht abhéangig, wahrend der Faktor (kk, +m)?2
bei der gegebenen Stérungsform wesentlich vom Vorzeichen des m/kh,
abhingt. Bei der Bestimmung des Stabilititskriteriums muss man beiden
Vorzeichen Rechnung tragen. Der Bestimmtheit wegen nehmen wir
weiter £ >o und m > o0 an.

Wollen wir die folgenden Sonderfille beachten:

(1) H3=o. Das Gleichgewicht ist immer stabil, weil (14) in

$o(kym) Hg;+ ¢y (kym) H >0 ($y>0, ¢,>0)

iibergeht.

(2) HY=h,=o0. Das Stabilititskriterium fiir m=o ist 43> EII—((% Fur
m=2, 3, ... wird ein kleinerer Wert von #; notwendig sein. Der Maximal-
wert des rechten Teiles der letzten Ungleichheit ist gleich mit o'5. Folg-

lich ist das Gleichgewicht bei HY; > JaI fiir Stérungen mit m+1 stabil.

Fiir m=1 wiachst das fiir eine Stabilitit notwendige Langsfeld mit £—o
logarithmisch. Inwieweit £ < 1 (3) ist, liegt das Gebiet der Stabilitit bei
k> 046.
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(3) HY=h;=o0. Die Stabilititsbedingung ist
I he [ > I/k[‘\/(ka—l/Km +m) * m]7

das Vorzeichen ‘-’ entspricht dem Falle m/kk, >0, das Vorzeichen ‘+°
dem entgegengesetzten Falle. Da |#,| mit Anwachsen von m wachst, so
sichert das dussere Langsfeld von sich allein die Stabilitat nicht. Stérungen
von einer Wellenlange A ~27a %—' werden vom Felde nicht stabilisiert.

Fiir einen allgemeinen Fall 4,40, 4,40 und nach der Einfithrung des

Verhiltnisses ¢ = ke , erhalten wir das Stabilitatskriterium | &; | > /o;

h;
_em@, +/[$s +2¢, —m?) $1 4]
fo= kga T e'd) ' (16)
Die Grenzfille sind:
_em+\/[(1 +€%) m—m?]
L

em+,J[(1+€?) k—mz].

k(1 +e?) (x7)

(k>1) ko=

Das Stabilitatsgebiet von langwelligen Storungen k<K, fir m>2
verengt sich bei 1 +¢>m bis auf Null.

Aufden Abb. 1 und 2 liegt das Stabilitiatsgebiet zwischen der Abszissen-
achse und der Kurve A(k).

Wollen wir notieren, dass die Stabilitatsbedingung (14) auf die Forderung
hinauskommt, dass die von der Zylinderverschiebung entstehende zusatz-
liche Kraft F, die seitens des magnetischen Feldes wirkt, gegen die Ver-
schiebungsrichtung wirken soll. Tatsiachlich, wie aus den Gleichungen
(10) und (r11) folgt, ist F=g2,H_%M,

4ma $,()

Falls sich der Gaszylinder innerhalb des koaxialen leitenden Zylinders

vom Radius 4 befindet, muss man in der Bedingung (16) ¢,(k) gegen

[Ba(k) — x(kb) P1(K) Lu(K)/ K (R)]/[1 + X (Kb) L (K)/Kpn(K)]
auswechseln, wo '
X(kb) = [kbK,,_y (kb) +mK,y, (kb)) /(Kb (Kb) — mL,, (KD)].

Wollen wir uns auf die Untersuchung des Einflusses des koaxialen Zy-
linders auf die langwelligen Stérungen kb <1 beim Vorhandensein eines
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ausseren Langsfeldes (h;=0) begrenzen. Fiir £=o ist die Kraft, die auf
den Zylinder seitens des magnetischen Feldes wirkt, gleich:

__PEm(m—1)+m+1

c2a b2m —m » MO,
_ 2, 2h? _
F—%(I_F——I)’ m=o0.

m=2 m=3
0 T LA T T T L amaa 4 T l T T t>
0 10 k

Abb. 1. A fiir verschiedene Werte der Wellenzahl £ bei h,=o0. Die Stabilititsgebiete liegen
zwischen der Abszissenachse und den Kurven A, (k).

Abb. 2. A, fiir verschiedene Werte von £ bei hy=h,=h,.
Die Stabilititsgebiete wie in Abb. 1.

Die Stabilitiatsbedingung ist F/£, <o. Es ist ersichtlich, dass das mag-
netische Feld zwischen den Zylindern die Stérungen bei m =o0-1 dampft.

Zum Schluss danke ich den Akademikern M. A. Leontowitsch und
S. I. Braginsky fiir wertvolle Anweisungen.
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